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内 容 提 要 


偏 微分 方程 是 构建 科学 、 工 程 学 和 其 他 领域 的 数学 模型 的 主要 手段 . 一 般 情况 下 ， 这 些 模型 都 需 
要 用 数值 方法 去 求解 . 本 书 提供 了 标准 数值 技术 的 简明 介绍 . 借助 抛物 线 型 、 双 曲线 型 和 椭圆 型 方程 的 
一 些 简单 例子 介绍 了 常用 的 有 限 差分 方法 、 有 限 元 方法 、 有 限 体 方法 、 修 正方 程 分 析 、 辛 积分 格式 、 对 
流 扩 散 问题 、 多 重 网 格 、 共 办 梯 度 法 . 利用 极 大 值 原理 、 能 基 法 和 离散 傅 里 叶 分 析 清晰 严格 地 处 理 了 稳 
定性 问题 . 本 书 全 面 讨论 了 这 些 方法 的 性 质 ,并 附 有 典型 的 图 像 结 果 ， 提 供 了 不 同 难度 的 例子 和 练习 . 
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PEO IF 


偏 微分 方程 的 数值 方法 不 仅 吓 计算 数学 专业 的 一 门 重要 的 课程 ,而且 有 越 来 越 多 的 
理工 科 各 专业 的 学 生 要 求学 习 这 门 课程 . AR, 有 关 的 教材 已 经 很 多 . 然而 , 这 本 由 K.W. 
Morton 和 D.F. Mayers 为 牛津 大 学 数学 专业 本 科 生 编写 的 《 偏 微分 方程 数值 解 》 确 实 是 
-本 很 有 特点 的 好 教材 . 它 通过 一 些 简 单 的 模型 问题 重点 介绍 了 有 限 差 分 方法 ， 在 离散 
范 数 下 讨论 了 算法 的 相 容 性 、 稳 定性 和 收敛 性 ， 并 且 介 绍 了 修正 方程 分 析 等 用 于 分 析 算 
法 引起 的 耗 散 、 色 散 等 现象 及 分 析 算 法 稳定 性 的 有 力 工 具 ， 利 用 极 大 值 原 理 、 能 基 法 和 
离散 傅 里 叶 分 析 清 晰 严格 地 处 理 了 稳定 性 问题 ; 同时 也 简略 地 介绍 了 有 限 元 方法 、 有 限 
体积 法 等 经 典 的 具有 一 般 性 的 方法 ， 还 介绍 了 多 重 网 格 法 、 共 思 梯 度 法 等 一 些 实用 的 从 
代 算 法 ,求解 由 偏 微分 方程 离散 化 得 到 的 线性 代数 方程 组 可 使 用 这 些 算法 ; 还 介绍 了 如 
多 辛 格式 这 样 的 该 领域 的 最 新 进展 . 该 书 在 讲述 方法 的 同时 ， 还 注意 介绍 这 些 方法 的 发 
展 历 史 、 设计 思想 和 理论 依据 ,并 给 出 了 相当 丰富 的 参考 文献 . 该 书 内 容 丰 富 , 但 其 所 需 
的 数学 基础 知识 却 相 对 较 少 ， 所 以 很 适合 将 其 作为 一 门 独 立 的 课程 或 偏 微分 方程 理论 的 
辅助 课程 ， 较 早 地 引入 到 数学 本 科 以 及 理工 科 其 他 专业 本 科 高 年 级 和 研究 生 的 教学 中 . 

在 北京 大 学 数学 学 院 科 学 与 工程 计算 系 ， 原 来 为 本 科 高 年 级 学 生 开 设 了 有 限 差分 方 
法 和 有 限 元 方法 两 门 各 一 个 学 期 的 课程 . 然而 近 几 年 , 为 了 适应 学 科 发 展 和 课程 设置 等 方 
面 的 需要 ， 将 两 者 合并 成 了 偏 微分 方程 数值 解 这 门 一 个 学 期 的 课程 . 由 于 课时 的 减少 ， 
在 教学 内 容 的 取舍 ， 数 学 基础 难 易 程度 的 掌握 等 方面 可 以 说 是 矛盾 重重 . K. W. Morton 
和 D.F. Mayers 编写 的 《 偏 微 分 方程 数值 解 》 这 本 教材 为 我 们 提供 了 很 好 的 范例 ， 很 值 
得 我 们 参考 借鉴 . 

我 们 很 高 兴 能 有 机 会 将 该 书 推荐 给 国内 的 读者 . 

本 书 的 翻译 工作 是 由 我 和 我 的 3 名 博士 生 合 作 完成 的 . 第 1、3、5 章 由 我 自己 翻 
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第 一 版 序 


本 书 源 于 我 们 两 人 在 过 去 志 年 中 分 别 给 牛津 大 学 数学 系 本 科 毕 业 班 所 讲 的 课程 ， 它 
共 包 含 16 讲 . 我 们 的 同事 建议 把 它 作为 偏 微分 方程 入 门 理论 的 -个 配套 课程 更 早 些 面向 
学 生 开 设 ， 这 促使 我 们 编写 了 这 本 书 ， 另 一 方面 ， 我 们 也 在 给 硕士 研究 生 讲授 数学 建 模 
和 数值 分 析 这 门 课时 使 用 了 大 致 相同 的 内 容 ， 基 于 这 两 方面 的 考虑 ， 我 们 选择 了 适当 的 
主题 、 难 度 和 教授 方式 . 


我 们 主要 关注 有 限 差分 方法 和 它们 在 标准 模型 问题 中 的 应 用 ， 这 样 在 比较 严格 地 处 
理 如 收敛 性 和 稳定 性 等 数学 概念 的 同时 ， 可 以 用 简单 的 术语 来 描述 方法 . 在 更 高 级 的 或 
者 更 偏重 有 限 元 方法 的 课程 中 ， 使 用 标准 的 索 伯 列 夫 范 数 会 更 自然 和 方便 ， 然 而 我 们 没 
有 这 样 选 择 ， 仅 仅 使 用 了 离散 范 数 ， 确 切 地 说 是 最 大 值 范 数 和 12 范 数 . 我 们 有 许多 理由 
这 么 做 . 首先 ， 这 自然 与 需要 尽量 少 的 背景 知识 (包括 分 析 、 偏 微分 方程 理论 和 计算 等 方 
面 ) 的 目的 相 一 致 ， 因此 本 书 可 以 作为 本 科 生 的 早期 课程 适用 十 理工 科 和 数学 系 的 学 生 . 


同等 重要 地 是 ， 这 与 我 们 分 析 椭 圆 型 和 抛物 型 问题 的 算法 时 广泛 应 用 离散 最 大 值 原 
理 ， 与 我 们 处 理 离散 能 基 方 法 与 守恒 律 ， 研究 有 限 区 域 上 健 里 叶 波 型 等 方面 的 做 法 相 一 
致 . 我 们 相信 从 纯粹 的 离散 层面 来 论述 所 有 这 些 概念 有 助 于 加 强 学 生 对 这 些 重要 数学 工 
具 的 理解 . 同时 这 也 是 非常 实用 的 方法 ， 并 且 有 助 于 将 差分 格式 理解 为 物理 原理 的 直接 
模型 ， 毕竟 ， 所 有 的 计算 都 在 有 限 网 格 上 进行 ， 而 且 实际 计算 的 稳定 性 等 也 是 在 离散 层 
面 来 检测 的 . 进而 ， 用 一 个 时 间 步 长 上 的 阻尼 和 色散 来 解释 差分 格式 作用 于 能 在 网 格 上 
表示 的 全 里 叶 波 型 所 产生 的 效果 比 使 用 截断 误差 价值 更 大 ， 这 也 例证 了 本 书 之 所 以 采取 
目前 做 法 的 第 二 个 理由 . 


尽管 如 此 ， 为 了 正确 地 理解 偏 微分 方程 的 数值 方法 ， 了 解 随 网 格 参 数 h 趋向 于 零 的 
极限 过 程 是 至 关 重 要 的 . PM, MRU 是 在 第 ”个 时 间 层 的 离散 通 近 ， 并 且 其 关于 时 
间 步 长 At 的 变化 由 UV"+1 = CU” 表示 ， 许 多 学 生 觉得 要 区 分 当 固定 网 格 和 固定 At 时 
n 一 oo 的 极限 过 程 ， 和 当 nAt 固定 而 h, At 一 0 时 一 oo 的 极限 过 程 非常 困难 . 这 两 个 
过 程 都 有 其 实用 方面 的 重要 性 : 许多 定常 问题 的 离散 方程 求解 常常 仿照 非 定常 问题 的 时 
间 步 迭代 过 程 ， 前 者 与 此 过 程 有 关 ; 而 理解 后 者 在 选择 逼近 非 定 常 问题 的 方法 以 避免 不 
稳定 性 时 极其 重要 . 一 臻 有 界 和 一 致 收敛 的 概念 是 很 关键 的 ， 当 然 ， 如 果 使 用 和 h 无关 
的 范 数 会 更 容易 处 理 . 但 是 Palencia 和 Sanz-Sernal 的 例子 指出 ， 基 于 离散 范 数 可 以 建立 


1 Palencia, C. and Sanz-Serna, J.M.(1984), An extension of the Lax-Richtmyer theory, Numer. Math. 44(2), 
279-283. 
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一 套 严 格 的 理论 ， 而 这 正 是 我 们 所 采用 方法 的 基础 ， 它 也 意味 着 定义 例如 适 定性 等 概念 
时 必须 十 分 小 心 ; 嚼 然 这 里 的 处 理 略 显 笨拙 ， 但 是 它 在 实用 和 教学 法 方面 却 带 来 了 很 大 
的 好 处 . 

主题 顺序 的 细心 安排 体现 了 以 上 的 思想 . 我 们 从 处 理 抛 物 型 问题 开始 ， 它 在 通 近 和 
分 析 方面 都 是 最 简单 的 ， 同 时 也 具有 最 广泛 的 应 用 . 通过 在 扩散 算 子 上 引入 附加 的 对 流 
项 ， 就 很 自然 地 引 到 双 曲 型 问题 的 研究 ， 在 细致 地 讨论 这 两 种 情况 后 ， 我 们 才 在 第 5 章 
对 发 展 问题 严格 地 给 出 相 容 性 、 收 敛 性 和 稳定 性 的 概念 ， 最 后 两 章 分 别 讲述 椭圆 型 问题 
的 离散 化 及 有 限 元 方法 引 论 和 求解 由 此 得 到 的 代数 方程 组 的 迭代 解法 ， 后 者 和 抛物 型 方 
程 解 之 间 的 紧密 联系 使 主题 间 的 关联 更 加 完整 . 在 所 有 情况 下 ， 我 们 只 给 出 了 为 数 不 多 
的 几 种 算法 , 但 每 一 种 都 给 出 了 全 面 的 分 析 ， 并且 证 实 了 它们 的 实用 性 . 事实 上 ， 本 书 
恪守 了 一 个 宗 则 ， 就 是 所 有 的 模型 问题 以 及 逼近 它们 的 方法 都 很 简单 且 具 有 一 般 性 . 


每 章 的 结尾 有 难度 各 异 的 习题 ; 它们 完善 、 拓 展 或 者 只 是 例 述 了 正文 中 的 内 容 . € 
们 基本 上 都 是 分 析 类 的 习题 ， 所 以 ， 全书 可 以 作为 一 门 纯 理论 课程 的 教材 . 尽管 这 样 ， 
因为 数值 分 析 有 很 实用 的 目标 ， 所 以 在 正文 中 都 有 各 个 方法 的 数值 演示 ; 依照 这 些 例 子 
可 以 容易 地 教学 生 构 造 进一步 的 数值 试验 .计算 工具 和 实践 的 快速 发 展 让 我 们 相信 ， 这 
种 可 扩充 的 方法 比 给 出 显 式 的 实际 练习 更 有 利 . 


我 们 用 两 种 方式 引用 相关 文献 . 在 正文 中 引入 关键 的 概念 以 及 其 与 特定 的 原始 论著 
相关 联 时 ， 在 注脚 中 给 出 了 完整 的 参考 资料 ， 前 言 就 已 经 采用 了 这 种 形式 . A, EB 
章 的 结束 处 包含 简短 的 一 节 名 为 “文献 注 记 与 推荐 读物 ”. 这 两 种 方式 所 提供 的 参考 文献 
都 不 是 全 面 的 , HE, 它们 足够 帮助 有 兴趣 的 学 生 进一步 学 习 相 关内 容 ， 当 然 Richtmyer 
和 Morton(1967) 处 理发 展 问题 的 方法 给 予 了 我 们 很 大 的 启示 和 影响 ， 本 书 可 以 作为 他 们 
那 本 书 的 引 论 和 补充 . 

感谢 阅读 本 书 早期 版 本 的 同事 和 他 们 给 出 的 许多 建议 (特别 是 Endre Süle 有 益 的 评 
注 ). 同时 也 感谢 检验 习题 的 学 生 们 的 帮助 . 在 本 书 很 长 的 成 形 过 程 中 ， 我 们 的 秘书 Jane 
Ellory 和 Joan Himpson 细致 耐心 的 工作 对 本 书 的 完成 同样 至 关 重 要 . 
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本 书 第 一 版 出 版 后 的 10 年 中 ， 偏 微分 方程 数值 解法 在 许多 方面 都 有 了 发 展 . 但 是 当 
我 们 询问 在 第 二 版 中 主要 应 该 做 何 种 更 改 时 ， 得 到 的 大 多 数 反 馈 是 不 应 该 更 改 本 书 的 要 
点 或 者 说 只 做 非 实质 的 改变 所 以 我 们 要 求 自 己 加 入 不 超过 10%~20% 的 新 内 容 并 且 很 
少 删 减 前 版 内 容 : 结果 本 书 增 加 了 大 约 23% 的 内 容 . 

无 论 从 理论 还 是 从 处 理 实际 问题 工具 的 角度 来 说 ， 有 限 差分 方法 依然 是 介绍 偏 微分 
方程 数值 解法 的 出 发 点 ， 所 以 它们 仍然 是 本 书 的 核心 ， 当 然 椭 圆 型 方程 领域 有 限 元 方法 
占 主导 地 位 ， 而 在 逼近 许多 双 曲 型 问题 时 有 限 体积 法 更 占 优 势 . 进而 ， 有 限 体 积 法 是 两 
种 主要 方法 间 有 用 的 桥梁 ,因此 我 们 在 第 4 章 加 入 了 一 节 讲 述 此 主题 ， 而 且 我 们 可 以 用 
这 个 方法 重新 解释 标准 的 差分 格式 ， 例 如 Lax-Wendroff 方法 和 盒 式 格式 ， 然 后 例 示 如 何 
简单 地 把 它们 推广 到 非 一 致 网 属 . 另外 , 在 第 6 章 介 绍 有 限 元 方法 后 ,新 加 入 了 关于 对 流 
扩散 问题 的 一 节 : 它 涵盖 了 有 限 差 分 和 有 限 元 方法 ， 并 且 引 入 了 Petrov-Galerkin 方法 . 


有 限 差分 方法 的 理论 框架 完整 建立 已 入 ， 所 以 不 需要 做 太 多 修改 .可 是 在 过 去 几 年 
中 通 近 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 的 方法 之 间 发 生 了 许多 相互 的 影响 ， 因 而 我 们 也 从 几 方 
面体 现 了 这 一 点 . 首先 ， 人 们 将 辛 方法 应 用 于 哈密 顿 常 微分 方程 系统 以 及 推广 应 用 于 偏 
微分 方程 的 兴趣 日 益 增 长 ， 因 此 我 们 在 第 4 章 用 一 节 讨 论 了 这 个 主题 ， 并 且 用 这 个 思想 
去 分 析 了 用 于 通 近 波动 方程 的 交错 蛙 跳 格 式 . 更 一 般 地 ， 在 第 5 章 中 对 线 法 的 重新 关注 
让 我 们 完全 改写 了 关于 稳定 性 分 析 的 能 基 方 法 一 节 ， 这 不 仅 使 特例 分 析 而 且 使 整体 一 致 
性 得 到 了 重要 的 改善 . 在 这 一 章 还 加 入 了 介绍 修正 方程 分 析 一 节 . 虽然 这 是 一 个 30 年 前 
引入 的 技术 ， 但 是 这 种 方法 更 好 地 解释 了 盒 式 格式 ， 让 人 们 开始 重新 评估 它 的 价值 . 进 
而 ， 它 在 常 微分 方程 逼近 中 的 应 用 不 但 加 强 了 它 在 分 析 方 面 的 地 位 ， 而 且 其 重要 性 也 得 
到 了 更 广泛 的 认可 . 

在 偏 微分 方程 数值 解 领域 中 , 我 们 所 描述 的 方法 在 实际 应 用 中 发 生 了 巨大 的 变化 . 为 
了 在 新 版 中 依然 秉承 恰当 地 介绍 和 有 反映 实用 方法 的 原则 ， 本 书 做 了 一 些 改进 . 特别 地 ， 
对 大 规模 代数 方程 组 系统 迭代 解法 的 处 理 有 了 极 大 的 改进 . 这 导致 了 在 依赖 时 间 的 问题 
中 更 加 大 莽 地 使 用 隐 式 格式 ， 在 椭圆 型 问题 的 有 限 元 模拟 中 用 迭代 法 代替 直接 法 ， 以 及 
处 理 这 两 种 类 型 问题 的 方法 之 间 更 密切 的 相互 影响 .因此 第 7 章 的 重点 已 经 改变 并 新 增 
了 两 节 ， 分 别 介绍 十 分 重要 的 多 重 网 格 方法 和 共 扼 梯度 法 ， 它 们 也 正 是 实际 计算 中 发 生 
如 此 大 变化 的 主要 原因 . 


我 们 曾经 考虑 在 本 书 中 包含 一 定数 其 的 Matlab 的 程序 来 演示 一 些 主要 方法 . 但 是 考 
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虑 到 最 近 10 年 个 人 计算 机 及 其 软件 的 飞快 发 展 ， 我们 意识 到 这 样 的 材料 会 很 快 过 时 ， 因 
此 本 书 的 这 一 部 分 没有 改变 . 我们 像 第 一 版 一 样 处 理 文献 资料 和 文献 注 记 ， 不 过 在 本 书 
末尾 处 把 它们 都 汇集 到 了 参考 文献 目录 中 . 

每 章 结尾 的 练习 都 有 HIFX 文 件 格式 的 答案 . 若 教 授 这 方面 的 课程 ， 只 要 发 送 电 子 函 
件 到 solutions@cambridge.org 就 可 以 获得 . 


我 们 非常 感谢 指出 本 书 第 一 版 中 错误 的 读者 们 ， 同 时 希望 我 们 在 第 二 版 中 完全 更 正 
了 这 些 错误 并 且 没 有 再 引入 新 的 错误 . 再 次 感谢 我 们 的 同事 对 新 版 本 的 阅读 和 建议 . 
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第 1 章 引言 


偏 微分 方程 PDE ) 是 众多 描述 物理 、 化 学 和 生物 现象 的 数学 模型 的 基础 ， 而 且 其 
最 新 的 应 用 已 经 扩展 到 经 济 、 金 融 预 测 、 图 像 处 理 及 其 他 领域 . 要 通过 相应 的 PDE 模型 
研究 这 些 现 象 ， 我 们 通常 需要 结合 一 些 对 简单 特例 的 分 析 ， 采 用 数值 方法 求 得 这 些 方程 
的 近似 解 ; 而 在 一 些 最 新 的 应 用 中 数值 模型 已 经 几乎 是 独当一面 了 . 

我 们 来 考虑 如 图 1-1 TRAM. 当然 , 还 有 许多 可 供 我 们 选择 的 好 例子 ， 
例如 天 气 预 报 、 污染 物 的 扩散 、 喷 气 发 动机 或 内 燃 机 的 设计 、 核 反应 堆 的 安全 性 、 石油 的 
勘探 与 开采 等 等 . 


(a) 一 种 典型 的 〈 无 粘 )》 环绕 Cb) 机 辟 表 面 的 相应 网 格 
机 枕 截 面 的 计算 网 格 


图 1-1 计算 网 格 


在 定常 (steady) 飞行 状态 中 ， 机 驾 两 个 重要 的 设计 指标 是 由 空气 流 过 机 既而 产生 的 
升力 和 阻力 . 我 们 为 一 个 设计 方案 计算 这 些 其 时 ,根据 边界 层 (boundary layer) Hie, 在 
很 好 的 近似 意义 下 ， 在 靠近 机 避 表 面 有 一 个 很 薄 的 边界 层 ， 层 内 粘 力 起 着 重要 的 作用 ， 
而 在 边界 层 之 外 ， 可 以 假设 气流 是 无 粘 的 (inviscid). 因此 , 假设 机 翼 是 局 部 平坦 的 ， 则 机 
翼 附 近 的 气体 流动 可 由 以 下 模型 方程 描述 


“5, Yet (1/p) a ; (1.1) 


其 中 心 是 切 空 间 坐 标 zx 方向 的 流动 速度 ，y 是 法 向 坐标 ，v 是 粘性 ， 2 是 密度 ，p 是 压 
HA; 我 们 在 该 方程 中 忽略 了 法 向 速度 . 这 是 一 个 典型 的 关于 的 抛物 型 方程 (parabolic 
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equation) ， 其 中 (1/p)8p/9z 作为 外 力 项 . 


在 机 翼 边 界 层 之 外 ,， 仅 限于 二 维 横 截面 (cross section) 上 ， 我 们 可 以 假设 气流 是 无 粘 
的 且 其 速度 可 以 表示 为 (ww 十 u,v) ， 其 中 以 和 vw 与 气流 在 无 穷 远 处 沿 z 方向 的 速度 uc 
相 比 是 小 基 . 我 们 通常 还 可 以 假设 气流 是 无 旋 的 (irrotational) ， 因 此 有 


二 一 =0; (1.2a) 


假设 气流 是 F449 (homentropic) ， 则 结合 质量 和 z 方向 动 基 的 守恒 律 (conservation laws) 


且 仅 保留 一 阶 小 其 ， 我们 就 得 到 了 简化 的 模型 
a-m o, (1.2b) 
其 中 Mw 是 无 穷 远 处 的 马赫 数 (Mach number), Moo = Uco/Ao0, Goo 是 声速 . 

显然 当 气 流 是 亚 音速 (subsonic) 时 ， 即 Ma < 1 时 ， 方程 组 (1.2a,b) 与 柯 西 - 2% 
# (Cauchy-Riemann) FESH, E 椭圆 型 方程 组 (elliptic equations) . 而 对 于 超 音 速 流 
M > 1, 该 方程 组 等 价 于 一 维 波 动 方程 ， 为 双 曲 型 方程 组 (hyperbolic equations) . 我 们 也 
可 以 在 (1.2b) 上 作用 6/9z, 在 (1.2a) 上 作用 8/6y 并 消去 w 从 而 得 到 与 Laplace 方程 或 二 
阶 波 动 方程 (wave equation) 等 价 的 方程 组 . 

因此 ,我们 仅 从 这 一 个 问题 中 就 精练 出 了 三 种 基本 类 型 的 偏 微分 方程 ,当然 ,从 我 们 
前 面 提 到 的 其 他 问题 中 也 同样 可 以 得 到 这 三 种 基本 类 型 的 偏 微分 方程 . 由 PDE 理论 , 我 
们 知道 这 三 种 类 型 偏 微分 方程 的 分 析 性 质 、 问 题 适 定性 (well-posedness) 的 提 法 、 边 界 条 
件 (boundary condition) 的 担 法 及 其 解 的 性 质 ， 所 有 一 切 都 差别 巨大 .对 于 这 三 种 基本 类 
型 的 偏 微分 方程 的 数值 求解 及 其 数值 分 析 来 说 ， 情 况 也 是 如 此 . 

在 本 书 中 ,我们 将 只 讨论 这 三 类 方程 的 模型 问题 ， 因 为 理解 这 些 模型 问题 是 研究 更 
复杂 的 偏 微分 方程 组 的 重要 基础 . 我 们 将 讨论 算法 , 主要 是 有 限 差分 方法 (finite difference 
method) 及 密切 相关 的 有 限 体 积 法 (finite volume method) , 这 些 方法 可 以 应 用 于 解决 更 实 
际 、 更 复杂 的 问题 , 但 只 有 在 简单 的 情况 下 才能 得 到 深入 透彻 的 分 析 结 果 . 对 于 模型 问 
题 , 我 们 将 能 够 建立 当 有 限 差分 网 格 加 密 时 算法 的 稳定 性 (stability) 、 收 敛 性 (convergence) 
等 严格 的 分 析 理 论 ， 同样 ， 我 们 能 够 细致 地 研究 求解 由 差分 方法 得 到 的 代数 方程 组 的 挝 
代 法 (iterative method) 的 收敛 速度 (speed of convergence), 所 得 到 的 结果 可 以 广泛 地 应 用 
于 无 法 进行 精确 分 析 的 实际 问题 中 去 . 


尽管 本 书 的 重点 放 在 分 别 单独 讨论 某 一 类 型 的 方程 上 ， 我 们 必须 指出 的 是 在 许多 
实际 问题 中 这 些 类 型 的 方程 会 同时 出 现在 一 个 方程 组 中 . 有 着 广泛 应 用 的 欧 拉 一 泊 松 
(Euler-Poisson) 方程 组 就 是 这 样 一 个 例子 : 在 空间 变 基 为 二 维 ， 时 间 为 上 时 ， 该 方程 组 是 
关于 两 个 速度 分 量 和 前 面 所 提 到 过 的 压力 这 3 个 变 其 的 偏 微分 方程 组 ; 若 使 用 更 紧 竣 的 


记号 (例如 用 & 代替 8/8) ， 则 欧 拉 一 泊 松 方程 组 可 以 表示 为 以 下 形式 
Qu + uðru + vOu + ôzp = 0 
Ov + udzv + vdyv + yp = 0 
3p + Op = 0. (1.3) 
求解 该 方程 组 时 需要 结合 两 种 非常 不 同 的 方法 : 对 于 最 后 一 个 关于 p 的 椭圆 型 方程 ， 需 
要 采用 第 6、7 两 章 讲述 求解 大 型 代数 方程 组 的 方法 ， 其 解 又 为 前 两 个 双 曲 型 方程 组 提 
供 了 外 力 项 ; 而 对 于 双 曲 型 方程 组 一 般 可 采用 第 2~ 5 章 讲述 的 方法 ,在 时 间 方 向 上 以 逐 
步 推进 的 方式 求解 . 这 类 模型 通常 源 于 流速 还 低 于 空气 动力 学 中 气流 速度 的 问题 ， 例 如 
多 孔 介 质 中 的 流体 运动 (如 地 下 水 的 流动 ). 这 两 种 类 型 的 方法 需要 紧密 地 耦合 起 来 才能 
有 效 地 发 挥 作用 . 
lS AM LRT HAS, 我们 不 妨 提 一 下 实际 当中 会 出 现 的 一 些 复 杂 情 况 . 对 于 
民用 飞机 ， 最 主要 的 是 考虑 其 在 设计 速度 下 定常 飞行 时 的 性 能 ; 然而 ,对 于 军用 飞机 ， 
操控 性 也 是 很 重要 的 ， 也 就 是 说 要 考虑 气流 是 非 定常 的 ， 即 方程 包含 时 间 变 基 的 情况 . 
这 时 ， 即 便 是 亚 音 速 流 ， 相 应 于 (1.2a,b) 的 方程 组 也 是 双 曲 型 的 (一 个 时 间 变 基 和 两 个 空 
间 变 基 ) ， 该 方程 组 与 欧 拉 一 泊 松 方程 组 (1.3) 类 似 但 更 为 复杂 . 同时 还 必须 考虑 更 大 的 
几何 复杂 度 : 特别 是 在 计算 机 性 尖端 和 机 翼 与 机 体 的 结合 部 附近 的 气流 时 ， 必 须 考 虑 三 
维 的 机 辟 ;， 而 在 着 陆 和 起 飞 阶 段 ， 为 在 低速 时 提供 更 大 的 升力 ， 飞 机 的 襟 翼 会 展开 ， 这 
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(a) 整体 情况 (b) 计算 Navier-Stokes 方 程 时 可 
能 会 用 到 的 网 格局 部 细节 


图 1-2 一 种 典型 的 复合 型 机 可 (DRA, Farnborough 提供 ) 
另外 ,我 们 一 直 假 设 流动 是 光滑 的 , 但 在 实际 中 我 们 需要 研究 诸如 激 波 、 涡 片 、 湛 流 
及 其 相互 间 的 作用 . 我 们 将 要 研究 建立 的 方法 可 以 应 用 于 模拟 所 有 这 些 现象 , 但 其 所 涉及 
的 内 容 远 远 超 出 了 本 书 的 范围 . 目前 ,工业 界 可 以 做 到 的 事 包 括 , 近似 求解 绕 整 架 飞 机 流 
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图 1-3 ”巡航 条 件 下 整 架 飞机 的 压力 等 高 线 和 部 分 网 格 (British Aerospace 提供 ) 


动 的 非 定常 粘性 流 (unsteady viscous flow) 的 平均 雷诺 数 (Reynolds-averaged) Navier-Stokes 
方程 ， 如 图 1-3 所 示 ,， 进 而， 其 终极 目标 是 将 这 些 对 流体 运动 的 预测 能 力 融 合 到 飞机 整体 
没 计 的 环节 中 去 : 我 们 希望 通过 设计 飞机 的 形状 使 气流 按 给 定 的 方式 绕 飞 机 运动 ， 而 不 
是 仅仅 满足 于 计算 绕 给 定形 状 的 飞机 运动 的 气流 . 

最 后 , 在 结束 引言 这 章 之 前 , 在 符号 方面 有 几 点 说 明 提 请 读者 注意 . 我 们 通常 用 符号 
~ 表示 在 数值 计算 的 意义 下 “近似 等 于 (approximately equal to)”, MEF ~ WRR “Hi 
近 于 (asymptotic to) ”， 例 如 当 t+ 一 0 时 f(t) ~ tP RA t 0t t~?(f(t)-—t?7] 一 0， 这 也 可 
Wid f) =P +o); f(t) =O(t?) 则 表示 二 ?f(t) 当 t 一 0 时 是 有 界 的 . 我 们 通常 用 
符号 := 表示 等 式 左 端 是 由 等 式 右 端 定 义 的 (defined). 向 量 一 般 用 粗 体 字 表 示 . 


第 2 章 一 维 抛物 型 方程 


2.1 引 论 


本 章 讨 论 含有 一 个 空间 变 基 和 一 个 时 间 变 其 t 的 抛物 型 方程 (parabolic equation) 的 数 
值 解法 . 我 们 从 最 简单 的 均匀 介质 中 的 热传导 模型 出 发 . 对 这 一 模型 问题 (model problem) 
可 以 直接 采用 显 式 差 分 格式 , 用 最 大 值 原理 或 者 健 里 叶 分 析 (Fourier analysis) 的 方法 也 很 
容易 给 出 它 的 误差 分 析 . 然而 我 们 将 会 看 到 , 如果 不 严格 限制 时 间 步 长 的 大 小 ,数值 解 将 
是 不 稳定 的 . 所 以 , 我 们 需要 进一步 考虑 其 他 更 为 精确 的 数值 方法 来 避免 这 种 限制 . 时 间 
方向 所 需 离 散步 数 的 减少 所 带 来 的 好 处 远 远 超过 了 由 此 产生 的 额外 的 数值 计算 复杂 性 . 
然后 ,我 们 把 这 些 方法 推广 到 具有 更 一 般 边 界 条 件 的 问题 ， 以 及 更 一 般 的 线性 (linear) 抛 
物 型 方程 ， 最 后 ， 讨 论 更 复杂 的 非 线 性 方程 (nonlinear equation) 的 解法 . 


2.2 模型 问题 


科学 和 工程 中 的 许多 问题 常用 关于 未 知 函 其 ula, t) 的 某 种 特殊 形式 的 线性 抛物 型 方 


程 来 描述 
Ou 


a i (002) + c(x,t)u + d(z,t), (2.1) 
其 中 心 是 严格 正 的 . 在 ti=0 时 ， 我 们 取 如 下 形式 的 初始 条 件 initial condition) 

u(x,0) = u°(z), (2.2) 
其 中 wo(z) 是 给 定 函 数 ， 问 题 的 解 在 上 > 0 和 z PSR OR RE (2.1). RR 一 般 是 
整个 实 轴 、 半 实 轴 z > 0 或 者 一 个 如 (0,1) 的 开 区 间 . 在 后 两 种 情形 ， 要 求解 在 民 的 闭 包 
上 有 定义 并 且 满 足 一 定 的 边界 条 件 ( boundary condition). 我 们 将 假定 边界 条 件 关 于 或 
者 它 的 一 阶 空 间 导数 Ou/Or 是 线性 的 ,或 者 二 者 都 是 线性 的 . MR z=0 是 左边 界 ， 边 办 
条 件 形 式 如 下 


ag(t)u + an(t)S* = oalt), (2.3) 


其 中 
ao > 0, ay <0 H ao- a > 0. (2.4) 
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WR z = 1 是 右边 界 ， 则 需要 如 下 形式 的 边界 条 件 
Bo(t)u + bı (ne = p(t), (2.5) 
其 中 
po>0p>0 且 Bo+B >0. (2.6) 
关于 系数 和 8 的 限制 条 件 在 后 面 的 章节 中 会 给 出 解释 . 注意 ax 和 B1 之 间 符 号 的 变化 
是 因为 8/bz 在 右边 界 是 外 法 向 导数 ， 而 在 (2.3) 中 它 是 内 法 向 导数 . 
先 考 虑 一 个 简单 的 模型 问题 ， 这 个 模型 的 方程 描述 了 在 有 限 区 域内 不 随时 间 变 化 
的 均匀 介质 中 无 热 狐 热流 的 运动 . 假设 给 定 齐 次 犹 利克 雷 边 界 条 件 (Dirichlet boundary 


condition), 也 就 是 对 所 有 的 七 方 程 的 解 在 区 域 的 两 端 等 于 零 . 作 无 其 纲 变 其 替换 后 ,问题 
变 为 : PRE ME z € (0,1) Alt >0 BS ufr, t) 满足 


Ut = tee, t>0,0<2<1, (2.7) 
u(0,t)=u(1,é)=0, ¢>0, (2.8) 
u(x, 0) = u (7), 0O<2z<1. ; (2.9) 


在 此 ， 我 们 引入 了 常用 的 下 标 符号 表示 偏 导数 (partial derivative). 


2.3 级 数 通 近 


这 类 微分 方程 可 以 用 分 离 变 量 法 ( separation of variable) 找 出 一 些 特 解 . 但 是 与 有 限 
差分 方法 不 同 的 是 分 离 变 量 法 在 应 用 中 有 很 大 的 局 限 性 ， 所 以 我 们 主要 的 着 眼 点 还 是 有 
限 差 分 方法 .尽管 如 此 ， 它 给 出 了 可 以 用 于 比较 的 真 解 ， 同 时 导出 了 可 自然 地 用 于 讨论 
有 限 差 分 方法 稳定 性 的 傅 里 叶 分 析 方 法 . 

AR u(x,t) = f(z)g(lt) 形式 的 特 解 ， 代 入 微分 方程 中 得 到 

jg = 三 9， 
Rp 
g/g= f"/f. (2.10) 


最 后 一 个 方程 式 中 , 左 端 独立 于 变 基 r, 右 端 独立 于 变 基 t, 因此 两 端 必定 均 为 常数 . 记 此 
常数 为 -k, 直接 求解 两 个 分 别 关 于 函数 A A g 的 简单 的 常 微 分 方程 ， 便 得 到 解 

u(x,t) = et sin kz. 
从 上 式 可 以 看 出 选取 常数 为 -k 的 原因 ; 如 果 选 择 一 个 正 数 ， 相 应 的 解 将 是 一 个 关于 上 
的 指数 增长 的 函数 ， 而 模型 问题 的 解 对 任何 正 值 t 都 是 一 致 有 界 的 .上 取 任 何 值 时 上 式 


都 是 微分 方程 的 解 . 如 果 限 制 取 值 上 = mr, m 取 正 整数 ， 解 将 在 z=0 和 z= 1 处 均 取 
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FH. 因此 ， 所 有 这 种 解 的 线性 组 合 均 满 足 原 微 分 方程 和 两 个 边界 条 件 . 这 种 线性 组 合 
可 以 写 为 


oo 
u(x,t) = bo ame M" sin max. (2.11) 


m=) 
现在 必须 选择 适当 的 系数 am, 使 这 个 线性 组 合 满足 给 定 的 初始 条 件 . Ht = 0 得 到 


品 
pP am sin mnz = u(x). (2.12) 


mæl 


不 难看 出 am tt ESA EPH u(x) BYP LOT ESR BOR AR, Ae 
am = 2 f u? (x) sin mrada. (2.13) 
Jo 


这 个 最 终结 果 可 以 认为 是 真 解 的 解析 表达 式 , (EMMA RR, E ER eh gE 
近 . 如 果 要 得 到 ulz, t) 在 特定 r 和 t+ 值 处 的 函数 值 ， 首 先 需要 确定 傅 里 时 系数 (Fourier 
coefficient) am; 而 只 有 少数 非常 简单 的 u(x) 可 以 得 到 准确 值 ， 更 一 般 的 需要 进行 某 种 形 
式 的 数值 积分 ， 其次， 只 能 对 无 穷 级 数 中 的 有 限 项 求 和 . 但 是 ， 这 个 方法 对 模型 问题 仍 
然 是 非常 有 效 的 ; 即便 在 上 值 很 小 的 情况 下 ， 由 于 这 个 级 数 收敛 速度 非常 快 ， 求 出 级 数 
中 的 前 几 项 就 足够 精确 了 . 这 种 形式 的 分 离 变量 法 的 真正 局 限 性 在 于 它 很 难 推 广 到 稍微 
复杂 些 的 微分 方程 . 


2.4 模型 问题 的 显 式 格式 


用 分 别 平行 于 x 轴 和 + 上 轴 的 两 族 直线 在 闭 区 域 x [0, tr] 上 划分 网 格 ， 使 我 们 可 以 用 
有 限 差分 方法 通 近 模型 方程 (2.7). 为 简单 起 见 ， 假 定 这 些 直 线 是 等 间距 的 ， 并 且 从 现在 
开始 将 及 取 为 区 间 (0, 1). 虽然 在 实际 情况 中 只 能 在 有 限时 间 范 围 i0.t7] 内 计算 , 但 是 te 
可 取 任 意 大 的 数值 . 


记 Ax 和 At 分 别 为 两 族 直 线 间 的 问 距 . 相交 点 


(z; = jAz, tn = nAt), j =0,1,..., J, n = 0,1, Se (2.14) 

称 为 网 格 点 ( grid point 或 mesh point), 其 中 
Ae =1/J. (2.15) 

我 们 在 网 格 点 上 通 近 方程 的 解 ; WG A 
U? ~ u(x;,tn). (2.16) 


首先 用 有 限 差 分 逼近 (2.7) 中 的 导数 ， 然 后 从 二 = 0 开始 逐步 求解 得 到 的 差分 方程 组 , 
经 常会 用 到 的 符号 如 UP, 它们 一 般 不 会 和 其 他 相似 的 表达 式 混 消 ,例如 on OE 
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A”. 但 是 如 果 出 现任 何 可 能 的 层 义 ,应 记 轿 的 形式 为 (Xj;)”. 


对 于 模型 问题 ,最 简单 的 差分 格式 是 在 网 格 点 (zj,tn) 上 向 前 差分 通 近 时 间 方 向 的 导 
数 ， 对 任意 有 连续 时 间 导 数 的 函数 v 有 


V(Tj,tn4+1) ~ u(xj,tn) ey 
At 


而 对 二 阶 空 间 导 数 采 用 二 阶 中 心 差分 


v(Tj+1, tn) = 2v(Tj, tn) 十 v(@5~1, tn) = 0? v 


© (25.tn) (2.17) 


(Az)? zza (tir tn). (2.18) 
A> (2.17) 和 (2.18) 的 左 端 相 等 ， 则 得 到 差分 通 近 所 满足 的 方程 
Ur™ =U; +p (Uf, — 2U7 + Uf_,), (2.19) 
其 中 
u:= Er (2.20) 


方程 (2.19) 中 涉及 的 网 格 点 的 模式 如 图 2-1 所 示 . BR, 时 间 层 to 上 的 每 个 通 近 值 可 


图 2-1 一 种 显 式 格式 


以 互相 独立 地 由 t, 层 上 的 值 求 出 ; 因此 这 个 格式 被 称 为 显 式 差分 格式 (explicit difference 
scheme). 从 初始 值 和 边界 值 
U? = u'(z;) j=12,...,7—L, (2.21) 


U? =U? =0, n=0,1,2,..., (2.22) 


出 发 ， 按 照 n 的 次 序 ， 我 们 可 以 计算 所 有 内 部 网 格 点 上 的 值 .暂且 假定 初始 值 和 边界 值 


在 两 个 角 点 处 是 相 容 的 ， 亦 即 
u°(0) = wu (1) = 0. (2.23) 


因此 解 在 区 域 的 角 点 处 不 会 出 现 不 连续 性 . 
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可 是 ,如果 利用 (2.19), (2.21) 和 (2.22) 计算 ， 很 快 就 会 发 现 数 值 结果 严重 依赖 于 值 
的 选取 ， 即 它 与 时 间 和 空间 步 长 的 相对 大 小 有 关 , 图 2-2 中 显示 的 是 以 “ 帽 形 函 数 ” 


27， 4 O<r<i, 
we-| = 当 


(2.24) 
2-27, 当 <ar<l. 


1 
2 
为 初始 值得 到 的 数值 结果 . 图 中 显示 的 是 两 组 结果 ， 均 取 J = 20, Ar = 0.05. 第 一 组 取 
At = 0.0012, 第 二 组 取 At = 0.0013. 前 者 的 结果 明显 比较 准确 ; 而 后 者 则 出 现 振荡 , 并 且 随 
着 时 间 上 的 增长 越 来 越剧 烈 . 这 是 一 个 典型 的 稳定 性 或 不 稳定 性 ( stability 或 instability) 
依赖 网 格 比 u 的 例子 .两 组 数值 解 的 不 同 是 非常 明显 的 . 它们 虽然 使 用 了 几乎 相等 的 时 
A, (AE e 的 不 同 选取 足以 引起 数值 结果 的 形式 完全 不 同 . 


At 一 0.0012 At =0.0013 


EON 


LN LS 


1 个 时 间 步 后 


3 


25 个 时 间 落 后 


ATN, A 


50 个 有 时间 沙 后 


图 2-2 用 显 式 方法 和 数据 (2.24) 得 到 的 结果 ，J = 20, Ar = 0.05. 准确 解 
是 图 中 的 实 曲线 


下 面 我 们 来 分 析 这 些 现象 ， 并 且 以 更 严格 的 方式 得 到 误差 界 . 首先 介绍 一 些 定义 和 
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25 差分 格式 和 截断 误差 


以 相同 的 方式 对 变 基 上 和 z 定义 有 限 差分 ; 这 里 有 三 种 类 型 : 

向 前 差分 (forward difference) 
Ariw(z,t) := u(r, t + At) — v(z, t), 
A+zv(z， t) = v(x + Az, t) = v(T, t); 

向 后 差分 (backward difference) 
A-—v(z, t) := v(x, t) — v(x, t — At), 
A-—zv(z, t) := u(x,t) — v(x — Az, t); 

中 心 差 分 (central difference) 


b:v(x, t) := v(x, t + 5At) —v(r,t— 5At), 


bzv(z,t) := v(z + Aa, t) — vz — 3Az,t). 


连续 应 用 两 次 中 心 差分 算 子 ， 得 到 常用 的 二 阶 中 心 差分 


62u(2,t) := v(x + Az, t) — 2v(z, t) + v(x — Az, t). 


对 于 一 阶 差分 ， 用 两 个 区 间 的 中 心 差分 公式 
Aoev(a,t) := 5 (Aye + A-a) olet) 


= 5 [v(x + Az, t) — v(x — Ac, t)}. 


是 比较 方便 的 . 


车 u Ky (2.7) 的 解 ， 对 关于 上 的 向 前 差分 做 泰勒 级 数 展开 
A.,u(z,t) = u(xz,t+ At) — u(z,t) 


1 1 
= u-At+ zvelat)? + gunl At)? 2 


(2.25a) 
(2.25b) 


(2.26a) 
(2.26b) 


(2.27a) 


(2.27b) 


(2.28) 


(2.29) 


把 Apru 和 Aru AFER r 的 泰勒 级 数 展 式 相 加 ， Ar HAKATA, Pl 


62u(z,t) = uzz(Az)? + uazs(Az) Fiaa 


(2.30) 


现在 可 以 定义 格式 (2.19) 的 截断 误差 (truncation error). 为 了 让 差分 方程 中 每 一 项 是 
微分 方程 中 相应 导数 的 逼近 ， 首 先 给 差分 方程 乘 以 适当 的 因子 . 若 不 用 (2.19) 而 使 用 形 


式 
n+l n n n n 
At (Ax)? 


(2.31) 
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则 不 必 做 这 一 步 . 截断 误差 就 是 用 微分 方程 的 准确 解 u(zj,tn) 代替 近似 值 UX 后， 差分 方 
程 两 边 的 差 . 其 实 ， 在 除了 边界 点 以 外 的 任意 点 都 可 以 定义 
截断 误差 T(x, t) 


Atul, t) 62u(z, t) 


T(a,t) = HO a (2.32) 
注意 满足 微分 方程 ， 便 得 到 
T(z,t) = (ut —Uzz) + (juat — pterer(A2)) 5 
= autAt 一 一 wasss(Az)2 十 .…， (2.33) 


2 12 
其 中 前 面 这 几 项 (leading terms) 被 称 为 截断 误差 的 主 项 ( principal part). 
刚才 用 泰勒 级 数 把 截断 误差 表示 为 无 穷 级 数 . 但 是 通过 用 余 项 把 无 穷 泰勒 级 数 截 断 
为 有 穷 项 更 为 方便 ， 例 如 


u(a,t+ At) = vr,t) + uAt+ Fue(At)? 一 Tum (At)? +e 
= u(z,t)+u,At+ el, n)(At)?, (2.34) 
其 中 站 位 于 上 和 t+At 之 间 . 如 果 我 们 对 zx 的 展 式 作 同 样 的 处 理 ， 则 截断 误差 变 为 
T(x, t) = wale, nAt — Tusses(€,t)(A2)?, (2.35) 
Hep Ec (x - Ar, z+ Az). 由 此 得 到 
\T(2z,t)| < > MuAt + = Mezrx(Aa)? (2.36) 
= sat [Me + i Marz 3 (2.37) 


其 中 Mu 和 Mzzzz 分 别 是 luul 和 |uzzzz| 的 上 界 . 我 们 当初 假设 的 初始 值 和 边界 值 是 
相 容 的 原因 现在 就 清楚 了 ， 而 且 初始 值 足 够 光滑 的 假设 也 是 有 益 的 . 因为 这 样 我 们 可 以 
假设 在 闭 区 域 [0,1] x [0,tr] 上 Mu 和 Mizzzz 一 致 有 界 . 否则 就 必须 依赖 扩散 算 子 的 光滑 
作用 来 确保 对 任意 的 r > 0 在 区 域 [0,1] x [rtr] 上 这 些 基 是 一 致 有 界 的 . 在 许多 看 上 去 很 
直接 的 问题 中 都 很 容易 出 现 这 种 困难 . 例如 ,边界 条 件 要 求 4 在 边界 z+=0 和 7 =1 处 取 
值 为 零 ， 而 在 初始 时 刻 上 = 0 时 u HA 1. 这 样 解 u(z,t) 在 角 点 处 必然 不 连续 ， 并 且 在 整 
个 区 域 0<z<1,t>0 上 它 的 所 有 导数 都 是 无 界 的 ， 因 此 我 们 在 整个 区 域 上 求 截断 误差 
的 界 就 没有 意义 了 . 后 面 我 们 将 会 看 到 如 何 用 全 里 叶 分 析 处 理 这 个 问题 . 

对 图 2-2 中 的 问题 ， 可 以 看 出 ， 无 论 两 个 网 格 参 数 的 关系 如 何 ， 都 有 

T(z,t) +0, 4 Az, At 一 0 时 Vv (z.,t) € (0,1) x [7, tr). 
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我 们 称 这 种 格式 与 偏 微分 方程 是 无 条 件 相 容 的 ( unconditionally consistent). 取 固定 比值 p, 

从 (2.37) 可 以 看 出 随 At 一 0, |T| 5 O(At) 渐 近 等 价 : 且 除 u 取 特 殊 值 之 外 , 这 是 使 得 这 种 

渐 近 等 价 关 系 成 立 的 At 的 最 高 阶 次 . 因此 称 这 个 格式 有 一 阶 精度 ( first order accuracy). 
然而 ， 值 得 注意 的 有 是， 因为 4 处 处 满足 w = tzz, 因此 也 满足 ut = Urrez, MA 


T(z,t) = 5 (1 一 =) UzzzzAt + O ((At)?). 


即 当 j= 二 时 格式 是 二 阶 精度 (second order accurate). 这 当然 是 一 种 非常 特殊 的 情况 . 不 
但 仅 适用 于 特殊 选择 的 u, MEARE - 般 的 变 系 数 方程 也 是 不 成 立 的 . 例如 ,在 求解 方程 
ut = b(z,t)uzz 时 ， 它 将 要 求 在 每 一 点 选择 不 同 的 时 间 步 长 At. 


2.6 显 式 格式 的 收敛 性 


现在 假设 用 相同 的 初 值 和 相同 的 y = At/(Azx)? 进行 一 系列 计算 . 但 是 相继 加 密 两 个 
方向 的 网 格 , 以 使 At 一 0 和 Az 一 0. 在 给 定 区 域 (0,1) x (7, tr) 中 任意 固定 点 (z*,#*) 上 : 
4 got ,t,ot KW, A Up —u(z*,t). (2.38) 
则 称 格 式 是 dk Ak th (convergent). 我 们 将 证 明 u < 3 时 前 述 问题 的 显 式 格式 是 收 铺 的. 
我 们 仅 需 要 考虑 (z*,t*) 是 网 格 点 的 情况 ， 因 为 在 网 格 足够 细 的 情况 下 由 w(z,t) 的 


连续 性 可 得 到 其 他 点 的 收敛 性 . 在 给 定 的 网 格 上 ， 假 定 可 以 引入 一 个 截断 误差 的 上 界 
T =T(Az, At), 即 在 所 有 网 格 点 上 都 有 


IT7| <T, (2.39) 
其 中 符号 T? 表示 T (xj, tn). H e 表示 逼近 误差 U 一 wu; 更 准确 地 说 . 
e; := UP — u(z;,tn). (2.40) 


Ur 严格 满足 方程 (2.19), 而 ulej, tn) 有 余 项 TPAL 这 可 以 从 TP 的 定义 直接 得 到 . 因此 相 
减 之 后 得 到 
=e} 十 poze” — Tp At; (2.41) 


展开 后 有 
est? = (1 — 2p)e} + pejy + pej- — Tj At. (2.42) 
证 明 的 关键 是 验证 当 J < 3 时 方程 右 端 er 的 三 个 系数 都 是 正 的 ， 并 且 其 和 为 1. WRR 


们 记 在 一 个 时 间 步 上 解 的 最 大 误差 为 
E” := max{|ej|, j = 0,1,..-, J}; (2.43) 
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因为 所 有 系数 都 是 正 值 ， 所 以 在 应 用 三 角 不 等 式 运 算 时 可 以 省 略 绝对 值 符 号 ， 于 是 得 
let] < (1—2u)E" + pE” + pE” + |TP At 


< E"+TAt. (2.44) 
因为 这 个 不 等 式 对 从 1 到 J- 1 的 所 有 7 都 成 立 ， 所 以 有 
人 (2.45) 


暂且 假定 (2.39) 中 的 界 在 有 限 区 间 (0, tr] 上 成 立 ; 并 且 U3 取 给 定 的 初始 值 , 故 有 E = 0. 
通过 简单 的 归纳 便 得 到 E" < nTAt. 因此 由 (2.37) 可 得 


1 1 
E” < At [Mu + = Mazz tp — 0, 当 At 一 0 At. (2.46) 


在 我 们 的 模型 问题 中 ， 如 果 有 必要 还 可 以 得 到 Mu = Moree. 
现在 可 以 用 更 一 般 的 术语 叙述 收敛 性 质 . 为 了 定义 涉及 两 个 网 格 尺 度 At 和 Ar 的 
差分 格式 的 收敛 性 ， 我 们 需要 假定 当 它们 都 趋向 于 零 时 彼此 之 间 的 关系 . 因此 引进 加 密 
路 径 的 概念 . 加密 路 径 (refinement path) 是 一 列 由 At 和 Ar 组 成 的 成 对 网 格 尺 度 ， At 
和 Ar 均 趋 向 于 零 : 
加 密 路 径 := {((Az);, (At):), i=0,1,2,...;(Az)i, (At): — 0}. (2.47) 
可 以 按 需 要 指定 特殊 的 加 密 路 径 ， 例 如 要 求 (At); M (Ar) 成 比例 ,或 者 和 (Ar)? 成 比 


例 . 在 此 我 们 定义 
(At); 
hh (Az)? 


并 且 仅 要 求 ui < 5. 图 2-3 给 出 了 一 些 例子 . 


(2.48) 


图 2-3 加密 路 径 . 实 线 表示 At/(Az)” 是 常数 ， 虚 线 表 示 At/ Arz 是 常数 
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定理 2.1. 如 果 加 密 路 径 对 所 有 充分 大 的 ii 均 满足 ui <i, ER ni, ji HA 

ni(At)ji=t > 0, ji(Ar)i— 1 € [0,1], 
并 且 若 在 区 域 [0,1] x [0,tF] 上 一 致 地 有 |uzzzz| < Mzzzz, 则 由 显 式 差分 格式 (2.19) 得 到 的 
通 近 US, i 二 0,1,2,... 在 该 区 域 上 一 致 收敛 到 微分 方程 的 解 (a, t). 


这 个 收敛 定理 是 对 数值 格式 的 最 低 要 求 ; 它 保证 在 足够 细密 的 网 格 下 得 到 的 解 可 以 
达到 足够 高 的 精度 . 当然 , 这 有 一 点 不 切实 际 , 随 着 网 格 的 加 密 需 要 越 来 越 多 的 计算 基 ， 
同时 计算 中 的 会 入 误差 就 变 得 非常 大 ， 最 终 它 将 完全 淹没 截断 误差 . 

在 区 域 [0,1] x [0,1] 考虑 热传导 方程 ， 初 边 值 为 

u(z,0) = z(1 — zx), (2.49a) 
u(0, t) = u(1, t) = 0. (2.49b) 
E lt (2.24) 所 给 的 数据 具有 更 好 的 光滑 性 . 由 显 式 方法 得 到 的 误差 如 图 2-4 所 示 . 图 中 


-2 


=§ 


login E” 


0.0 0.5 1.0 


图 2-4 用 显 式 方 法 求解 热传导 方程 的 误差 训 减 , 初 值 条 件 为 u(x, 0) = x(1 一 
zc). 上 方 的 曲线 取 Ar = 0.1, y = 0.5, 下 方 的 曲线 取 Ac = 0.05, p = 0.5 


logo E” 为 纵 坐 标 ， 而 tn 为 横 坐 标 ， E” h (2.43) EX. 图 中 的 两 条 曲线 一 条 取 J = 10, 
Az = 0.1; 另 一 条 取 J = 20, Ar = 0.05. 两 者 均 有 /= 5, 也 就 是 符合 稳定 性 的 最 大 值 . 从 
两 条 曲线 可 以 明显 地 看 出 误差 随 着 网 格 尺度 的 减 小 的 变化 : 它们 的 形状 很 相似 ， 在 每 个 
tn 点 ， 两 个 E" 的 比值 都 接近 于 4, 即 At = 3(Az)? 值 的 比率 . 同时 也 注意 到 经 过 初期 的 
摆动 之 后 ， 误 差 随 上 的 增长 趋 于 零 ; 而 (2.45) 中 得 到 的 误差 界 随 着 t 的 增长 是 增 大 的 ， 所 
以 这 个 界 过 于 保守 . 误差 结果 中 初期 所 出 现 的 摆动 是 由 前 面 已 经 提 及 到 的 区 域 角 点 处 的 
不 光滑 性 造成 的 . 这 一 点 我 们 将 在 下 一 节 和 2.10 节 更 详细 地 讨论 . 
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2.7 误差 的 傅 里 叶 分 析 


基于 一 族 特殊 的 傅 里 叶 波 型 (Fourier mode) 是 方程 精确 解 的 认识 ， 我 们 把 偏 微分 方 
程 的 精确 解 表示 为 傅 里 叶 级 数 的 形式 .容易 证 明 ， 类 似 傅 里 时 波 型 也 是 差分 方程 的 精确 
解 ， 假如 把 
Up = (A) e} en (2.50) 
代入 差分 方程 (2.19), 有 U3* = AUP, 其 他 项 作 类 似 处 理 . 然后 除 以 UF, AAN, E 
入 = A(k)=1 +p (eos +e?) 
= 1- 2u(1—coskAz) 


= 1 —4ysin? SkAz, (2.51) 


则 对 任意 和 了 这 个 傅 里 时 波 型 都 是 一 个 解 ; 入 (k) 称 为 此 波 型 的 增长 因子 (amplification 
factor). 与 式 (2.11) 相同 取 上 大 = mr, 则 数值 逼近 解 可 以 用 如 下 形式 表示 


UF = $ Ame'™*94*) [Max)] (2.52) 


由 于 A(k) 和 exp(—k?At) 两 者 的 级 数 展 开间 存在 很 好 的 匹配 关系 : 
exp(—k?At) = 1—k?At+ shat)? i 


A(k) 


_o,\2 a_i 要 
1— 2p |3642) 5 (KEAz)4 + | 


= 1—kAt+ At(Az) py (2.53) 


因此 表达 式 中 的 低频 项 是 微分 方程 (2.11) 精确 解 的 很 好 近似 . 的 确 这 些 表达 式 提供 了 另 
一 种 研究 格式 截断 误差 的 方法 . 容易 看 出 格式 至 少 有 一 阶 精 度 ， 并 且 当 (Ar)? = 6At 时 
有 二 阶 精 度 ， 事实 上 ， 不 难 证 明 存 在 仅 依赖 于 的 常数 Cl) 使 得 

IA(k) ~e At] < C(u)k4(At)?, Vk, At>0. (2.54) 


定理 2.1 在 条 件 x < + 下 证 明了 收敛 性 并 给 出 了 误差 界 ; 但 对 不 满足 这 个 条 件 的 情 
形 没 作 任 何 说 明 . 对 后 者 ， 傅 里 叶 波 型 分 析 方 法 解释 了 其 高 频 部 分 的 变化 .因为 含有 指 
数 项 exp(—k?t), 所 以 精确 解 中 大 值 很 大 的 波 型 迅速 衰减 . 但 在 数值 解 中 ， 如 果 几 > 去 且 大 
HRK, ERAF IAHI 会 大 于 1; 特别 地 ， 当 kAz = 7 时， 将 出 现 这 种 情况 ， 因 为 这 时 
Mk) = 1 — 4u. 这 些 健 里 叶 波 型 会 随 n 的 增 大 无 界 增长 . 理论 上 可 以 选择 合适 的 初 值 让 这 
样 的 传 里 叶 波 型 不 在 解 中 出 现 ， 但 是 这 只 不 过 是 理论 上 的 特例 ， 而 在 实际 中 会 入 误差 会 
引入 振幅 很 小 的 各 种 波 型 项 ， 其 中 的 一 部 分 将 无 界 增长 . 对 目前 的 模型 问题 ， 如 果 存 在 
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不 依赖 于 上 的 常数 满足 

[[A(k)]"| < K, 对 nAt <tr, Vk. (2.55) 
则 称 方法 是 稳定 的 (stable). 本 质 上 ， 稳 定性 关系 到 差分 方程 两 解 之 间 的 差 值 在 有 限时 间 
范围 内 关于 网 格 尺寸 一 致 有 界 的 增长 ;在 后 面 的 章节 中 会 给 出 一 个 一 般 的 稳定 性 定义 . 
显然 ， 稳 定性 要 求 von Neumann 条 件 ， 即 对 所 有 的 大 

|A(k)| < 1 + K’At. (2.56) 

KNHBUAAH BORK ALETMOABAN, e E L HTE ER E SARE 
是 等 价 的 . 对 目前 的 模型 问题 ， 该 方法 在 上 4> 去 时 是 不 稳定 的 ，/ 科 立时 是 稳定 的 . 


由 于 容易 与 精确 解 比 较 , 我 们 把 U 亦 表 示 为 一 个 无 穷 传 里 叶 级 数 (2.52). 尽管 如 此 ， 
在 离散 网 格 上 只 有 有 限 个 不 同 的 波 型 ， 如 果 (k -kz)Az 是 27 的 倍数 ， 对 应 波 数 (wave 
number) kı 和 kz 的 波 型 是 不 可 区 分 的 . 因此 把 UP 展 成 对 应 于 
k = mr, m= —(J —1),—(J —2),...,—-1,0,1,...,d (2.57) 

的 不 同 波 型 的 线性 组 合 会 更 方便 ， 上 = Jr 或 kAz = 是 网 格 上 可 以 表示 的 频率 最 高 的 波 
型 ; 这 个 波 型 在 网 格 点 上 交错 地 取 值 +1. 从 (2.51) 可 以 看 出 , 其 增长 因子 是 XJr) = 1-4y, 
正 像 在 许多 差分 格式 中 表现 的 一 样 ， 它 是 这 个 差分 格式 最 不 稳定 的 波 型 AH p> 4H 
它 是 增长 最 快 的 波 型 ， 所 以 如 图 2-2 中 所 示 ， 它 最 终 在 数值 解 中 占据 了 主导 地 位 . 

我 们 还 可 以 用 此 傅 里 时 分 析 方法 将 收敛 性 定理 推广 到 初始 值 va(z) 在 [0,1] 上 连续 
但 不 光滑 的 情况 ， 特 别 是 处 理 角 点 的 情况 .我 们 不 再 需要 假设 解 有 足够 的 有 界 导 数 ， 即 
uzzzz 和 un 在 考虑 的 区 域 上 一 致 有 界 ， 而 仅仅 假设 初 值 vo(z) 的 傅 里 叶 级 数 展 式 是 绝对 
收敛 的 .我们 假设 u HEE p< 3. 如 前 ， 考 虑 误差 


? = Up ust) 


€j j 


= 3 Amer Mz {[A(mm)]” = ene nl (2.58) 
一 co 


其 中 使 用 了 u(z,t) 的 全 部 傅 里 时 级 数 而 不 是 像 特 例 (2.11) 中 那样 仅 用 正弦 级 数 ， 这 样 使 
我 们 可 以 处 理 比 简单 边界 条 件 (2.8) 更 一 般 的 条 件 . 现在 把 这 个 无 穷 和 分 为 两 部 分 ,对 一 
任意 正 数 6, 找到 mo 满足 


1 
. |Am| < ze. (2.59) 
因为 级 数 是 绝对 收敛 的 ， 所 以 该 不 等 式 是 可 能 成 立 的 . 如 果 | 和 | <1 Bh A <1, W 
KAD? — (a2)"| < n jAi — Aa]; (2.60) 
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故 由 (2.54) 可 得 
le" < T + 5 [Am] [Ronm" -emm rinat| 


|m|<mo 


从 


z + 》 |Am|nO(u) (mr At)”. (2.61) 


jm|<mo 


因此 可 以 推出 


jež] < Le +tpC(p)n* | 5 anm“ At. (2.62) 
|m|<mo 

只 要 取 At Ft, MB WA |e?| < € FE [0,1] x [0, tr] 的 所 有 (zj,tn) 点 上 成 立 ， 注意 正如 

前 文 分 析 uzzzz 的 界 一 样 ， 此 时 求 和 项 Amm 起 到 类 似 的 作用 . 但 是 为 了 更 准确 的 应 用 

该 格式 的 稳定 性 ， 我 们 不 要 求 这 个 和 式 是 收敛 的 . 


2.8” 隐 式 方法 


稳定 性 条 件 At < 3(Az)? 是 非常 严格 的 限制 ， 并且 意味 着 如 果 要 在 一 个 合理 的 时 间 
长 度 上 求解 问题 则 需要 计算 非常 多 的 时 间 步 数 ， 此 外 如 果 减 小 Az 来 提高 求解 精度 ， 则 
因为 我 们 必须 同时 减 小 At, 计算 基 的 增长 将 非常 迅速 . 如 果 我 们 用 向 后 时 间 差 分 给 出 一 
个 差分 格式 ， 则 可 以 避免 这 种 限制 ， 但 是 其 代价 是 计算 过 程 稍微 复杂 些 . 

如 果 用 向 后 时 间 差 分 代替 向 前 时 间 差 分 ， 空 间 差 分 保持 不 变 ， 得 到 的 格式 就 是 

At E (Az)? 
而 不 是 (2.31). 使 用 2.5 节 中 引入 的 差分 符号 可 将 上 式 表 示 为 
A_Urt! = pôu +, 
其 中 由 = At/(Az)2, HiH JA in E 2-5 所 示 的 模板 (stencil). 

这 是 一 个 隐 式 格式 (implicit scheme) 的 例子 ， 它 不 像 前 面 叙 述 的 显 式 格式 那样 容易 使 
H. 格式 (2.63) 涉及 n+1 时间 层 上 U 的 三 个 未 知 值 ; 因为 方程 包含 同样 未 知 的 两 个 相 邻 
的 值 UP) 和 UV, 我们 不 能 立即 由 此 计算 出 Ur, 现在 方程 必须 写 为 如 下 形式 

-AU +(L+20D — URRY = UF. (2.64) 
ik j PUH 1, 2,..., (J 一 1), 便 得 到 一 个 关于 J 一 1 个 变量 U?+! 的 由 J 一 1 个 线性 方程 组 成 
的 方程 组 ， 我 们 现在 必须 通过 求解 这 个 方程 组 同时 得 到 所 有 的 未 知 值 ， 而 不 能 用 简单 的 
单个 公式 分 别 求解 每 个 未 知 值 ， 注 意 ， 在 方程 组 中 分 别 对 应 7 =1 和 j= J 了 一 1 的 第 一 和 


(2.63) 
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n+l 


j T 


图 2-5 全 隐 式 格式 


最 后 一 个 方程 中 ， 我 们 必须 代入 由 边界 条 件 确 定 的 已 知 值 8+ AOU. 


2.9 Thomas 算法 


需要 求解 的 方程 组 是 三 对 角 的 : 系统 中 第 j 个 方程 仅 含 有 下 标 为 i 一 1,7 和 j 十 1 的 
未 知 值 ， 所 以 方程 组 的 系数 矩阵 只 有 对 角 元 素 及 其 左右 两 边 相 邻 的 元 素 非 零 . 我 们 还 会 
再 遇 到 这 类 方程 组 ， 所 以 在 此 考虑 具有 以 下 形式 的 更 具有 一 般 性 的 方程 组 是 有 用 的 . 
—ajUj—1 + bjU; — cj Uj41 = dj, j= 1,2,...,/-—1, (2.65) 
且 有 
TS E A (2.66) 
这 里 我 们 暂时 忽略 上 标 ， 把 未 知 值 记 为 Uj;. 系数 aj, bj 和 c 和 右 端 项 dj CA, 并且 假设 
它们 满足 条 件 
a; > 0， b; > 0, c; > 0, (2.67) 
bj > aj + Cj. (2.68) 


这 些 条 件 可 以 保证 矩阵 是 对 角 占 优 的 ， 即 在 每 行 中 对 角 元 素 不 小 于 其 他 元 素 的 绝对 值 之 
和 ,虽然 这 里 的 条 件 比 必要 的 条 件 更 强 , 但 是 容易 看 出 我 们 的 差分 方程 组 满足 这 些 条 件 . 
Thomas 算法 是 在 每 个 方程 中 消去 未 知 元 素 Uji 把 方程 组 化 为 上 三 角形 式 . 对 每 个 
方程 依次 进行 这 种 消 元 运算 . 假设 方程 组 (2.65) 的 前 大 个 已 经 化 为 
二 (2.69) 
故 这 些 方程 中 最 后 一 个 为 Ui — ekUk+i = fr, 且 下 一 个 仍 为 它 的 原始 形式 ， 即 


一 Qk+IUK + bk+1Uk+1 — Ck+1Uk+2 = dk+1- 
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可 以 很 容易 地 从 这 两 个 方程 中 消去 Uk, 得 到 一 个 关于 Ui M Urt 的 新 方程 ， 
Ck+1 aiia dk+1 + Orsi fk 
bi+1 —Ok+1€K ~ bk+1 — ak+1€k 


与 (2.69) 比较 ， 系 数 e; 和 f; 可 以 利用 递归 关系 


Uk+1 一 


tf = 
ej 二 dy f= ae j=1,2,..., J —1; (2.70) 
计算 ; Mat, +7 =0, 把 边界 条 件 Uo = 0 RA (2.69), 得 到 初始 值 
Cn0 = fo = (2.71) 


利用 递归 关系 求 得 这 些 系数 后 ，U; 很 容易 从 (2.69) 求 出 : BA Us, 由 方程 依次 求 出 Usi, 
Uy-2,.…, 最 后 求 出 U. 


用 如 (2.69) 的 递归 关系 相继 求解 U; 的 过 程 一 般 来 说 数值 是 不 稳定 的 , 会 导致 误差 弟 
增 . 尽管 如 此 ， 如 果 对 每 个 j (2.69) 的 系数 均 满足 lej) < 1, 则 这 种 不 稳定 便 不 会 发 生 ， 而 
条 件 (2.67) 和 (2.68) 是 保证 其 成 立 的 充分 条 件 ， 我 们 把 它 的 证 明 留 做 习题 (见习 题 2.4). 


这 个 算法 是 非常 有 效 的 (在 串 行 计算 机 上 ); 每 个 网 格 点 只 需要 3( 加 ) + 3R) + 2( 除 ) 次 
运算 就 可 以 求解 (2.64), 与 此 相 比 显 式 格式 (2.19) 每 个 网 格 点 需要 3( 加 ) + 2( 乘 ) 次 运算 . 
因此 每 个 时 间 步 需要 大 约 (2.19) 两 倍 的 计算 量 . 当然 ， 隐 式 方法 的 重要 性 在 于 其 时 间 步 
长 可 以 非常 大 ,因为 正如 将 要 看 到 的 ， 稳 定性 对 At 不 再 有 任何 限制 . 作为 更 一 般 方 法 的 
特例 ,下 一 节 我 们 将 会 证 明 这 个 隐 式 格式 的 收敛 性 . 首先 ， 可 以 用 2.7 节 中 的 傅 里 叶 方法 
验证 它 的 稳定 性 . 


如 前 ， 为 差分 方程 构造 一 个 健 里 叶 波 型 形式 的 解 ， 


UY = (A)"e M442). (2.72) 
上 式 满足 (2.64), 4 
1-1 = Ale "AT 248) 
= —4uAsin? kA, (2.73) 


即 
1 


A= 1 TAs 

成 立 . 显然 对 任意 正 数 人 都 有 0 < 入 <1, 因 此 这 个 隐 式 方法 是 无 条 件 稳 定 的 (unconditionally 

stable). 在 下 一 节 我 们 会 看 到 ， 其 截断 误差 和 显 式 格 式 的 是 同一 数量 级 的 , 但 这 里 不 再 需 
要 对 u 加 任何 约束 条 件 以 保证 所 有 傅 里 叶 波 型 都 不 会 随 n 的 增 大 而 增长 . 

时 间 步 仍 受 截断 误差 必须 很 小 的 限制 ， 但 是 实际 中 发 现在 大 多 数 问题 中 隐 式 格式 的 

时 间 步 At 可 以 比 显 式 格式 的 时 间 步 大 的 多 ; 虽然 前 者 每 一 步 需要 大 约 后 者 两 倍 的 上 作 


(2.74) 
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基 ， 但 是 达到 时 间 tr 的 全 部 工作 量 却 少 许多 . 


2.10 ”加 权 平 均 和 4- 方法 


现在 我 们 已 经 考虑 了 两 种 有 限 差 分 方法 ， 它 们 的 不 同 在 于 一 个 用 旧时 间 层 如 上 的 三 
点 来 逼近 二 阶 空间 导数 ， 另 一 个 则 用 的 是 新 时 间 层 tae 上 的 三 点 . 自然 地 它们 可 以 推广 
到 使 用 全 部 六 点 的 逼近 . 可 以 认为 这 是 两 个 公式 的 加 权 平均 . 因为 左 端的 时 间 差 分 是 一 
样 的 ， 我 们 得 到 一 个 六 点 格式 ( 见 图 2-6) 


n+l 


图 2-6 0- 方法 


Urt — Up = p [062UP** + (1—0)52U7], j=1,2,...,J—1. (2.75) 


假定 我 们 使 用 取 非 负 权 的 求 平均 方法 ， 即 0< 9 < 1; 9 = 0 得 到 显 式 格 式 ，9 = 1 得 
到 全 隐 式 格式 . 对 任意 0+0, 为 求解 {Ul} 我 们 得 到 一 个 三 对 角 方程 组 ， 即 
—0uUrt + (1+ 26u)UP** — OpUP A = [1 + (1 — 0)p6z] UF. (2.76) 


显然 系数 满足 (2.67) 和 (2.68), 所 以 方程 组 可 以 用 前 面 求 解 全 隐 式 格式 所 用 的 Thomas 算 
法 稳定 求解 . 

用 2.7 节 和 以 上 介绍 的 健 里 叶 分 析 方 法 考虑 这 个 单 参数 格式 族 的 稳定 性 . 把 波 型 (2.72) 
代入 方程 (2.75), 得 到 


A-1 u [OA + (1 — 0)] (eikas — 2+ e*s) 


= p[6r(,+(1-89)| (-4 sin? sds) A 


Bp 
_ 1-4(1—6)usin? 3kAz 


2.77 
1 + 48u sin? $kAT ee 
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因为 上 > 0, 且 假设 0< 98<1, 显然 和 > 1 和 恒 不 成 立 因此 只 有 当 和 < 一 1 时 才 可 能 产生 不 
稳定 ， 也 就 是 当 


1 
1 — 4(1 — 0O)usim’ has < 一 i + 49u sin? 3kaz| 


亦 即 当 
4u(1 — 26) sin? SkAz 2. 


上 式 左边 取 最 大 值 时 是 最 可 能 产生 不 稳定 的 波 型 如 前 ， 这 是 振荡 最 快 的 波 型 ， 因 为 此 
Pt kAc=7. WE 


u(1 — 20) > 5 (2.78) 


则 这 是 不 稳定 的 波 型 . 它 包 括 了 前 面 显 式 格式 的 情形 ,， 即 9 = 0; 并 且 亦 可 以 看 出 9= 1 的 
全 隐 式 格式 对 任何 几 值 是 不 可 能 不 稳定 的 . WKH 0> jut, u 取 任 何 值 格式 都 是 稳定 
的 .如果 条 件 (2.78) 满足 ， 则 对 一 固定 时 刻 当 At 一 0 亦 即 n 一 co 时 存在 无 界 增长 的 波 
型 ， 另 一 方面 如 条 件 (2.78) 不 满足 ， 则 对 所 有 的 波 型 上 都 有 AK) < 1, 所 以 没有 波 型 是 增 
长 的 ， 因 而 格式 是 稳定 的 . 这 样 我 们 可 以 把 (2.75) 稳定 性 的 充分 必要 条 件 归纳 如 下 


当 0 和 9< 却 时， 当 且 仅 当 上 <ti1- 20)- 时 稳定 ， | (2.79) 


当 汪 <09<1 时 ， 对 所 有 的 4 都 稳定 . 
这 两 种 情况 经 常 分 别 被 称 为 有 条 件 稳 定性 和 无 条 件 稳 定性 ， 只 要 9 不 为 零 则 必须 求解 一 
个 三 对 角 方 程 组 ， 因 此 ， 除 非 使 用 更 精确 的 0<0< 寺 格式 ,否则 表面 上 看 它们 并 没有 什 
么 优势 ， 因 为 它们 仅仅 是 条 件 稳定 的 . 因此 下 面 我 们 应 该 分 析 (2.75) 的 截断 误差 . 
计算 这 样 一 个 六 点 格式 的 截断 误差 时 ， 选 择 合适 的 点 做 泰勒 级 数 展开 是 很 重要 的 . 
显然 不 论 如 何 选择 展开 点 ， 截 断 误 差 的 主 项 是 不 变 的 ， 但 是 计算 的 难 易 和 简化 却 受 到 本 
质 影响 ， 对 显 式 格式 (2.31) 自然 而 方便 的 选择 是 (z;,tn) 点 ， 基 于 同样 的 理由 对 纯 隐 式 格 
式 (2.63) 自然 的 展开 点 是 (Ttar). 然而 ， 当 9 取 任 何 中 间 值 时 ， 我 们 应 该 选取 六 个 网 格 
点 的 中 心 ， 即 (zj,tn41y2), 而 且 经 常 把 截断 误差 记 为 Ti . 在 格式 中 把 各 项 按照 对 称 的 
方式 分 组 也 是 有 帮助 的 ， 这 样 可 以 最 大 限度 的 利用 各 泰勒 展 式 间 的 相互 抵消 . 对 4 和 U 
使 用 同样 的 上 标 / 下 标 符号 ， 则 相应 于 (2.75) 中 的 各 项 ， 有 


1 t/t" i R i 
us = fe + ght uts (3) Utt + 6 (544) Uttt + °° | 
j 


1 Eyr A aA ai 
fu- pate +3 (3a) uu =z (32t) tae to è 


j 


n+% 


“za 
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如 果 把 这 两 个 泰勒 展 式 相 减 ， 则 展 式 中 所 有 的 偶 次 项 相互 抵消 ， 得 到 
n+} 
Geurt /? — wt — ul — fat Ut 十 Z (At) ue +- | ° (2.80) 


了 


又 由 (2.30) 有 
2,,n+1 2 1 4 2 á n+l 
ÔzUj = |(Az) usr + 7p (4) Urzzz + 6 (4) Urrrrrr t`: . (2.81) 


J 


现在 我 们 把 这 个 展 式 中 的 每 一 项 在 点 (jtn) BI, RMA At RRR. 为 了 简单 地 表 
示 这 些 展 式 ， 我 们 忽略 它们 的 上 标 和 下 标 ， 且 默认 所 得 到 的 展 式 中 每 项 都 是 在 该 展开 点 
AA. 于 是 有 


1 2 
zuy m [Aaus T 7p (At) ‘Uses 十 BI (At)*ussreee ss oat | 


+5At [auss + z (At) uezezt + | 
+5 (At? [(Ar) ussu te] $e 
Sur 也 有 一 个 类 似 的 展 式 ， 把 两 展 式 做 线性 组 合 得 到 
ddzu"** + (1 — 0)62u? = 


1 2 
2 TED 4 — 6 “re 
[al Ure 十 15(Az) Urzzz + 6! (Az) Urrrrrr + | 
1 2 1 4 
+(6 — At (Az) Urrt + 12 (42) Urrrrt + aaa 


+5(At)*(At)?[usze| + . (2.82) 


为 了 清楚 地 看 出 所 有 相关 项 的 形式 ,这 里 比 平常 计算 截断 误差 主 项 时 保留 了 更 多 的 项 . 
此 外 我 们 还 没有 使 用 4 是 微分 方程 解 的 这 个 事实 ， 所 以 (2.80) 和 (2.82) 对 任何 足够 光滑 
的 函数 都 是 成 立 的 . 如 果 用 这 些 展 式 计 算 截 断 误差 ， 可 以 得 到 

beat 062untl + (1— 0)62ur 


At | (Az)? =—— (2.83) 


n+1/2 | 
T; = 
= l | 6) Aturse - (Az)? 
= [ur = Uzz] + (5 — A) At ure 12 T) Urrzrzr 
十 了 工 (At)2u 一 Liat) u 
24 ttt 8 rrtt 


1 /1 2 2 i 
+ 5 (5 一 0) At(Az)*uzzzzt 一 él (Az) waaa| , (2.84) 
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至 此 还 没有 进行 任何 消去 运算 ， 仅 仅 把 可 以 消去 的 项 分 组 排列 . 
A (2.84) 中 的 首 项 总 是 可 以 消去 ， 因 此 验证 了 对 任意 的 9 和 u 相 容 性 成 立 的 事实 . 
从 第 二 项 可 以 看 出 一 般 我 们 有 一 阶 精 度 (关于 At), 但 对 称 平均 9 = 是 个 特例 :这 个 取 
值 给 出 了 著名 且 常 用 的 Crank-Nicolson 格式 (Crank-Nicolson scheme). 这 个 格式 以 它 的 两 
个 作者 命名 ， 在 1947 年 的 一 篇 论文 1 中 他 们 成 功 的 把 这 个 格式 应 用 到 染 织 问题 中 .由 于 
即便 利用 了 微分 方程 ， (2.84) 中 第 三 项 也 不 能 消去 ， 而 是 得 到 
pote 去 [(Az)”uzzzz 十 (At) ur]? t? +- (4 0= 5 时 )， (2.85) 


= 
7 12 
从 中 可 以 看 出 对 At 和 Az ,Crank-Nicolson 格式 总 是 二 阶 精 度 的 : 这 意味 着 可 以 利用 格式 
额外 的 稳定 性 以 选用 较 大 的 时 间 步 长 ， 例 如 Ar = O(At), 因为 截断 误差 是 O((At)?), A 
此 可 以 经 济 地 得 到 更 高 的 精度 . 
另 一 种 选择 时 常 被 认为 是 2.5 节 中 讨论 内 容 的 推广 . 将 9 与 Az 和 At 相 联 系 以 彻底 
消去 (2.84) 中 第 二 项 ， 因 此 取 


0 = z — (Az)? /12At, (2.86) 
即 
1 
= som’ (2.87) 


但 是 注意 ， 这 要 求 (Az)? < 6At 以 保证 9 > 0. 这 时 得 到 的 9 值 小 于 5, 但 容易 看 出 它 满 
足 条 件 (2.79), 因此 是 稳定 的 . 对 显 式 格式 的 情况 来 说 9 取 零 ， 则 /化 简 为 5. 彻底 消去 
(2.84) 中 第 二 项 后 得 到 的 截断 误差 为 


人 2.88 

j a 12 ttt 20 T} Urrrrrr P ( : ) 
1 1 

(40 = 2” 1p 时 )， 


其 阶 为 O ((At)? + (Az)4). 因此 可 以 再 次 在 保持 精度 和 稳定 性 的 前 提 下 使 用 很 大 的 时 间 步 
K: 例如 , 取 At =Az= 0.1 BY 6 = } - Ten 所 以 得 到 格式 与 Crank-Nicolson 格式 非常 接近 . 


还 有 许多 差分 格式 可 以 用 来 处 理 热流 方程 ， 在 Richtmyer 和 Morton(1967) (pp.189-91) 
的 书 中 就 罗列 了 十 四 种 格式 . 尽管 如 此 ， 目 前 在 实际 中 应 用 最 广 的 还 是 这 种 两 时 间 层 、 
三 空间 点 的 (2.75) 格式 ， 尽 管 在 处 理 不 同 的 问题 时 9 的 最 优选 择 各 不 相同 ， 甚 至 对 同一 
给 定 问题 也 没有 对 哪 种 格式 是 最 优 的 达成 广泛 共识 . 下 一 节 ， 我 们 将 考虑 这 些 更 一 般 方 


1 Crank, J. and Nicolson, P. (1947) A practical method for numerical evaluation of solutions of partial differ- 
ential equations of the heat-conduction type. Proc. Camb. Philos. Soc. 43, 50-67. 
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法 的 收敛 性 分 析 : 但 是 首先 给 出 对 问题 (2.49) 采用 隐 式 格式 的 结果 ,， 它 和 图 2-4 中 所 示 的 
由 显 式 格式 得 到 的 结果 很 相似 ， 其 中 显示 出 Crank-Nicolson 方法 特别 精确 .图 2-7 上 相对 
于 不 同 格式 的 曲线 族 中 最 大 值 误差 户 为 纵 坐 标 而 网 格 数 J 为 横 坐 标 为 了 剔除 在 上 很 小 
时 的 瞬时 现象 ,我们 取 

E := max {|e?|, (2;,tn) € [0,1] x [0.1,1)}. 


FAR J = 10; 对 每 一 个 隐 式 格式 当 yj = At/(Az)? 取 固定 值 时 画 一 条 实 曲线 ， 而 当 
v = At/Az 取 固 定 值 时 则 画 一 条 点 划 线 ; 注意 后 一 种 情况 中 所 需 时 间 步 数 的 增长 要 慢 的 
g. kh 和 vw 值 的 选择 是 根据 J = 10 时 得 到 相同 的 At 的 原则 ; 这 要 求 上 = 10v. 对 显 式 格 
式 仅 有 k= 时 的 一 条 曲线 ， 即 可 能 得 到 稳定 结果 的 最 大 值 . 


图 2-7 在 区 域 [0,1] x [0.1,1] 上 , 不同 格式 的 最 大 值 误差 五 相对 于 各 网 格 


数 J WA 
A = ae 0 
A: 0 一 0, u=5 — o O 0 (e) 
B: 0=#,4=#, —x—x— xi 
0=}, v=ġ >X tee XK tre’ 
C: 0=}, p=5, 一 十 一 十 一 十 一 
zx | ae | . “ee “re? 
@=35,V=3 nae + 
D @=1,p=5, 一 六 一 六 一 水 一 
一 这 
0=1,v=3 ane Kane i <= Hoon 


图 示 A 可 以 看 出 显 式 格式 按 所 预计 的 O(At) = O(J-?) 变化 ， 图 示 B PR u= 3h 
Crank-Nicolson 格式 也 有 同样 现象 . 从 Crank-Nicolson 格式 的 截断 误差 表达 式 (2.85) 可 以 
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看 出 ， 当 4 保持 常 值 时 ， 相 对 于 第 一 项 第 二 项 是 可 以 忽略 的 ， 所 以 两 图 示 的 差别 仅 在 于 
截断 误差 之 间 的 固定 比例 3. 同样 地 ,在 下 一 节 中 将 证 明 两 种 格式 都 满足 最 大 值 原理 ， 因 
此 它们 的 整体 性 态 非 常 相似 . 图 示 BR v = 时 ， 两 项 都 是 O((Azx)?) 阶 , 但 在 数值 上 
第 二 项 比 第 一 项 小 得 多 ; 这 解释 了 图 示 B 中 两 条 曲线 无 法 区 分 的 原因 . 

图 示 C 说 明 的 也 是 Crank-Nicolson 格式 ,但 这 里 u = 5 取 值 大 得 多 . 当 t 上 很 小 时 数值 
解 出 现 振荡 现象 ，C 中 的 两 条 曲线 也 因此 更 不 规则 ， 直 到 J PEKA 40 之 后 才 会 表现 
出 所 期 望 的 性 态 . 当 了 值 大 于 这 个 值 以 后 ， 分 别 对 应 于 /= 去 和 =5 的 两 个 曲线 就 非 
常 接近 ， 这 说 明 在 截断 误差 (2.85) 中 的 主 项 与 上 是 无 关 的 . 尽管 如 此 ， 当 v = 3 时 (2.85) 
中 第 二 项 要 比 第 一 项 大 的 多 , 且 当 J > 40 时 这 条 曲线 位 于 图 示 B 中 相应 曲线 的 上 方 . 在 
5.8 节 中 将 进一步 分 析 解 释 这 些 现象. 

对 全 隐 式 格式 (图 示 D) 最 大 值 原理 也 成 立 ， 其 图 示 结 果 较 差 但 在 预料 之 中 : 取 j=5 
时 收敛 阶 为 O(Ab = O(J-?); 而 取 At/Az = 时 得 到 误差 阶 仅 为 O(At) = O(J~’). 

因为 没有 考虑 到 各 自 的 计算 量 所 以 这 些 曲线 并 没有 真实 的 刻画 出 各 种 8- 方法 的 相 
对 效率 . 因此 在 图 2-8 中 的 曲线 均 以 计算 量 的 一 种 度量 为 模 轴 来 描绘 同一 数值 结果 :对 
每 种 方法 计算 量 应 该 和 总 网 格 点 数 (AzAt)-! 大 致 成 比例 ， 辅 以 显 式 格式 大 约 需 要 隐 式 
格式 一 半 计 算 量 的 原则 . 图 示 B 中 的 两 条 线 不 再 相同 : 因为 对 固定 的 v 随 着 J 的 增长 时 
间 步 长 At 减 小 的 速度 比 u 固定 时 慢 许 多 ， 因 此 也 就 需要 较 少 的 计算 量 . 从 图 中 可 以 看 
出 ， 对 这 个 问题 如 果 取 足够 大 的 J 而 去 除 初始 的 振荡 ， 则 在 所 有 测试 的 格式 中 v= 诗 的 
Crank-Nicolson 格式 是 最 有 效 的 ; 不 过 与 v = 35 的 曲线 比较 却 提示 v 取 其 他 值 时 有 可 能 
效果 会 更 好 . 
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如 果 我 们 问 ， 在 用 差分 格式 通 近 u =uzz 时 ， 除 了 考虑 其 随 At, Ac 一 0 的 收敛 性 (以 
及 必要 的 稳定 性 和 合理 的 精度 阶 ) 之 外 还 应 该 考虑 何 种 性 质 ， 则 下 一 个 自然 的 要 求 就 是 
最 大 值 原理 . 因为 我 们 知道 数学 上 (并 且 从 常识 来 说 ， 例 如 表示 温度 ) u(x,t) 的 上 界 和 
下 界 由 初始 值 和 直到 时 间 上 的 边界 条 件 的 上 下 界 给 出 . 在 2.6 节 中 显 式 格式 收敛 性 的 证 
明 也 正 是 基于 这 样 的 一 个 原理 .而且 如 果 计 算 结果 不 具有 这 种 性 质 ， 则 所 有 的 工程 客户 
都 会 对 此 感到 非常 失望 . 我 们 将 此 总 结 成 下 面 这 个 一 般 化 的 定理 . 


定理 2.2. 由 参数 满足 0<g 和 1 和 HI-b) < 的 9- 方法 (2.75) 产生 的 {UP} 满足 
Umin < U; < Umax; (2.89) 
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其 中 

Unn := min {Ug", 0O<m<n; U}, 0<j<J; UF, O0<m<n}, (2.90) 
fo 

Umax := Max {U5", O<m<n; U?, O<j <J; UF, 0< m<n}. (2.91) 
ARARKEN RIH AT mE, BMG RKARETARRABSELARS 


ER VA AE RR ETP? 沿 加 密 路 径 在 区 域 上 一 致 趋 于 需 ， 则 (2.75) 给 出 的 通 近 在 
(0, 1]x[0, tr] 上 一 致 收敛 . 


logio Æ 


1/(Az At) 


2-8 在 区 域 [0,1] x [0.1,1] E, 不同 格式 的 最 大 值 误差 E HX T EA 


点 数 的 图 
A: 0=0, p=ż —o—o—o—o 
B: 0 = 3, p=}, -x—x—x— 
= 1 = 1 of ..-. s.. 

0= 3 V= x x 

C 0=}, H=5, = SS ae 
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6=5,V=35 ee ere eee 

D: 0 一 1 p=5, ap ee Sine 
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证 明 . 将 (2.75) 改写 为 以 下 形式 
(1+ 26n)UP** = Op (UPA + UR ) + (1-0) u (Uzi +U) 
+[1—2(1— 0)y] UP. (2.92) 
在 定理 的 假设 下 右 端 项 所 有 的 系数 均 是 非 负 且 和 为 (1 + 291). 现在 假设 U 在 某 个 内 点 
达到 它 的 最 大 值 ， 记 该 最 大 值 为 U?+', ASU 是 出 现在 (2.92) 右 端的 U 的 五 个 值 之 中 
最 大 的 . 因为 系数 是 非 负 的 ， 所 以 有 UF?+ <U*; 但 是 万 + 已 被 假定 为 最 大 值 ， 故 亦 有 
UPH > U*, Aiba UH = U*. 事实 上 ， 最 大 值 必然 在 (2.92) 中 系数 不 为 零 的 每 个 相 邻 点 
达到 . 在 这 样 的 点 上 进行 相同 的 讨论 ， 则 得 到 一 个 每 一 点 上 均 取 到 最 大 值 的 点 列 直 到 达 
到 边界 点 或 初始 点 ! 因此 最 大 值 必然 在 边界 点 或 初始 点 取得 . 同 理 可 知 最 小 值 也 必然 在 
边界 点 或 初始 点 取得 . 定理 第 一 部 分 证 完 . 
由 截断 误差 的 定义 (参见 (2.84)), 微分 方程 的 解 满 足 与 (2.92) 相似 的 关系 式 ， 只 是 右 
端 多 了 一 个 余 项 AT. 所 以 误差 e? = UP -u 满足 以 下 关系 式 
(1+ 26u)e"t? = Ou (eftt + eft!) + (1-8) u (eF_1 + fh) 
+[1—2(1 - 0p] e? — A (2.93) 
其 中 j=1,2,...,J 一 1, n=0,1,.:., 而且 满足 相应 的 初始 条 件 和 边界 条 件 . 首先 不 妨 假设 
这 些 条 件 均 为 零 ， 因 为 09 =u, UP 一 好 及 UP = up. 然后 ， 如 同 2.6 节 ， 定 义 


E” := max |e?l, Tn+1/2 .一 age. (2.94) 
O<j<J Poraa 1 
因为 系数 非 负 ， 由 上 面 的 定义 得 到 
(1+ 26p)E"+? 和 201Bn+l + E" + AtTm+1/2， 
故 有 
BE"! < E” 4 AtTm+1/2， (2.95) 
又 BE? = 0, 于 是 得 到 
n-1 
E” < hey TORN 
l 0 
< nAtmaxT™t+1/2. (2.96) 


在 定理 的 假设 条 件 下 ， 它 沿 加 密 路 径 将 趋 于 零 . 


到 目前 为 止 ， 我 们 处 理 了 由 有 限 差 分 逼近 的 截断 误差 所 引起 的 数值 误差 ， 而 假设 边 
界 条 件 和 初始 条 件 是 准确 使 用 的 . 我 们 现在 假设 UP 的 初始 条 件 和 边界 条 件 存在 误差 , 用 


! 原 书 在 该 定理 证 明 中 多 处 遗漏 了 “或 初始 上 感 ”. 
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G o 和 ef} 表示 其 误差 其 中 0<j<J 且 0< m < NN. 则 误差 e 满足 递归 关系 (2.93), 
且 满 足 初 始 和 边界 条 件 


0 _ -0 


j =0,1,...,n, 
en=e, ep =ey, OSMEN. 

因此 (依据 Duhamel 原理 ) eM 可 以 写 为 两 项 和 的 形式 . 第 一 项 满足 (2.93) 和 零 初 始 值 和 边 
FH; 这 一 项 就 由 (2.96) 控制 . 第 二 项 满足 (2.96) 的 齐 次 形式 ， 即 舍弃 其 中 有 关 了 HM, 
且 满 足 给 定 的 非 零 初始 值 和 边界 条 件 . 根据 最 大 值 原理 这 一 项 的 取 值 必然 在 初始 值 和 边 
界 条 件 的 最 大 和 最 小 值 之 间 . 因此 如 果 初 始 条 件 和 边界 条 件 是 相 容 的 ， 更 确切 地 说 ， 如 
果 初 始 值 和 边界 值 的 误差 沿 加 密 路 径 趋 向 于 零 ， 则 数值 解 的 误差 沿 加 密 路 径 也 将 趋向 于 
零 . | 

这 个 定理 的 条 件 ， Al 一 9) <i 比 在 稳定 性 的 健 里 叶 分 析 中 要 求 的 (1 一 29) <5 ™ 
格 的 多 ; 例如 ， Crank-Nicolson 格式 恒 满足 稳定 性 条 件 , BÆR u < 1 时 才 满 足 最 大 值 
原理 的 要 求 ， 而 稳定 性 和 收敛 性 是 在 最 大 值 原理 的 基础 上 在 定理 中 得 到 证 明 的 . 存在 如 
此 大 的 差距 ， 读 者 可 能 会 想 知道 这 个 定理 的 条 件 是 否 太 强 . 事实 上 ， 最 大 值 原理 的 条 件 
已 经 很 强 了 ， 但 它 确实 稍微 有 些 苛刻 : 例如 当 J=2 且 U? =U} =0, U? =1 Ht, 仅 在 满 
足 给 定 条 件 时 可 以 得 到 非 负 的 UP = 1 一 2(1 一 9)u; 但 在 实际 中 一 般 会 取 较 大 的 J fh, m 
这 样 则 可 以 稍微 放宽 条 件 (参见 习题 2.11). 进而 ， 如 果 在 US = U? =0 条件 下 想 要 推出 


[UI< K max |U?| Yin (2.97) 


且 在 式 中 有 K = 1, 这 正 是 推出 误差 界 (2.96) 所 需要 的 性 质 ， 则 最 近 得 到 的 结果 : 显示 : 
其 充分 必要 条 件 是 (1 — 0)<4(2 — 0)/(1 — 8), 而 对 于 Crank-Nicolson 格式 这 就 是 As 5. 较 
弱 的 条 件 AL1- 20) 和 过 仅仅 能 够 保证 增长 界 中 的 天 是 有 界 常数 ， 而 稳定 性 定义 (2.55) 中 
需要 的 也 正 是 这 样 的 常数 . 实际 上 ， 这 时 可 以 证 明 Crank-Nicolson 格式 满足 K <23! 

因此 最 大 值 原理 分 析 可 以 被 认为 是 获得 稳定 性 条 件 的 另外 一 种 途径 . 与 傅 里 叶 分 析 
方法 相 比 , 它 的 优点 是 可 以 容易 地 推广 应 用 到 变 系数 问题 ( 见 2.15 节 ); 但 是 , 正如 以 上 我 
们 已 经 看 到 的 ， 由 此 推出 的 一 般 仅仅 是 稳定 性 的 充分 条 件 . 

图 2-9 举例 说 明了 这 些 要 点 . 这 里 的 模型 问题 用 Crank-Nicolson 格式 求解 . 边界 条 件 
为 在 区 域 的 两 个 端点 取 零 值 . 初始 条 件 UP 在 除了 中 点 以 外 的 各 点 处 均 取 值 为 零 ; 而 在 中 
点 处 取 值 为 1. 这 对 应 在 3 处 有 一 个 尖峰 的 函数 . 

4 二 2 时 最 大 值 原理 不 成 立 ， 从 图 中 可 以 看 出 这 时 计算 一 个 时 间 步 后 数值 解 在 中 点 


1 Kraaijevanger, J.F.B.M. (1992) Maximum norm contractivity of discretization schemes for the heat equation. 
Appl. Numer. Math. 99, 475-92. 
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为 负 值 . 在 正常 情况 下 这 被 认为 是 不 可 接受 的 . w= 1 时 最 大 值 原理 成 立 ， 这 时 数值 解 
的 值 正如 所 料 都 在 0 和 1 之 间 . 可 是 ,数值 解 在 计算 一 个 时 间 步 后 出 现 两 个 尖峰 ， 分别 
在 中 点 的 两 边 ; 在 任意 t 时 刻 原 问 题 的 精确 解 仅 有 一 个 最 大 值 ， 这 些 结果 都 属于 一 种 非 
常 极端 的 情况 ， 并 且 这 种 不 被 接受 的 现象 只 持续 几 个 时 间 步 ， 其 后 ， 数 值 解 在 每 种 情况 
下 都 变 的 很 光滑 ， 尽管 如 此 ， 可 以 看 出 如 果 想 模拟 解 的 一 些 快 速 变化 情形 ， 我 们 选取 的 
/就 应 该 比 稳定 性 极限 (stability limit) 再 小 一 些 . 


p=) p=2 


在 t= 0 时 


Re 


迭代 1 时 间 步 后 


pee, eN 


和 迭代 2 时 间 步 后 


迭代 10 时 间 步 后 


2-9 Crank-Nicolson 方法 在 热传导 方程 上 的 应 用 ， 其 中 初始 分 布 的 中 点 
有 尖峰 ， J=20, Ar = 0.05 
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2.12 三 时 间 层 格式 


我 们 已 经 看 到 利用 时 间 方 向 的 对 称 性 来 消去 截断 误差 中 偶数 次 时 间 导 数 ， 使 Crank- 
Nicolson 格式 与 显 式 格式 相 比 提高 了 精度 . 但 是 使 用 隐 式 方法 也 必然 增加 了 额外 的 计算 
复杂 度 . 这 也 提示 我 们 有 可 能 使 用 超过 两 个 时 间 层 的 格式 来 提高 精度 并 且 同 时 保持 显 式 
格式 的 效率 . 

例如 ， 用 对 称 中 心 差分 逼近 时 间 导 数 得 到 一 个 显 式 三 层 格式 

Ur Ur _ UR, — Up +UR, 
2At (Ax)? 
容易 看 出 这 个 逼近 的 截断 误差 中 仅 含有 Az 和 At BORE, AIT A O (Ax)? + (At)’). 
但 是 ， 如 果 研 究 这 个 格式 的 稳定 性 ， 我 们 会 发 现 具 有 (2.72) 形式 的 一 般 解 需 满足 
入 一 1/ 入 ”一 4sin $kAz 
2At (Az)? 


(2.98) 


(2.99) 


或 
A? + 8Ausin? skAs —-1=0. (2.100) 


这 个 关于 和 的 二 次 方程 有 两 个 根 ， 故 对 每 个 上 给 出 两 个 波 型 解 . 两 个 根 都 是 实 的 ， 且 其 
和 为 负 值 ， 其 积 为 -1. 因此 它们 中 有 一 个 的 模 大 于 1, 它 对 应 于 一 个 不 稳定 的 波 型 . 故 这 
个 格式 在 实际 中 是 无 用 的 ， 因 为 u 无论 取 何 值 它 总 是 不 稳定 的 . 
当然 这 个 结果 并 不 意味 着 每 个 三 层 显 式 格式 都 是 不 稳定 的 . 格式 
Ur Ur  062U7 +(1- 0)62U7 
2At 7 (Az)? 
“Oct AM 4(1 一 9)u < 1 成 立时 ， 其 两 个 波 型 解 都 满足 | 和 | < 1. 我 们 将 证 明 留 作 练习 ( 见 
练习 2.6); 但 是 它 的 稳定 性 条 件 和 我 们 的 第 一 个 简单 格式 一 样 差 . 


(2.101) 


2.13 更 一 般 的 边界 条 件 


考虑 更 一 般 的 模型 问题 ,在 xz = 0 处 引入 含 导数 的 边界 条 件 
a =a(t)u+g(t), a(t) >0. (2.102) 


利用 空间 向 前 差分 代替 空间 导数 ， 则 可 以 用 


Uj — Us nym n 


2.13 更 一 般 的 边界 条 件 31 


逼近 这 个 边界 条 件 ， 并 且 由 此 给 出 边界 值 US 的 公式 
Un = BU? — Bg" Az, (2.104a) 
其 中 
__l 
1 二 anAz 
然后 可 以 和 处 理 狄 利克 雷 边 界 条 件 一 样 应 用 9- 方 法 (2.75). 我 们 需要 求解 通常 的 三 对 角 线 
性 方程 组 ， 但 是 此 时 这 个 方程 组 是 关于 J 个 未 知 量 ( 即 新 的 时 间 步 上 的 内 点 和 左 端 边界 
点 的 值 ) 的 J 个 方程 .。 (2.104a) 是 该 方程 组 的 第 一 个 方程 ， 而且 显然 这 个 增 广 系统 仍然 
是 三 对 角 的 , 因为 已 假定 a(t) > 0, 因而 有 0< Br"<1, 且 除非 a(t) = 0, 系数 仍然 满足 条 件 
(2.67) 和 (2.68). 但 当 al(t)=0 时 有 bo=co,a0o=0 和 eo=11. 
考虑 该 格式 的 精度 和 稳定 性 时 ， 需 要 特别 注意 第 一 个 内 点 . 可 以 用 (2.104a) 来 消去 
US; 第 一 个 内 点 处 的 二 阶 差分 的 形式 变 为 


p” (2.104b) 


62UT = U} — (2 — B")UT — B"g" Az. (2.105) 
因此 根据 通常 截断 误差 的 定义 ， 经 过 一 些 处 理 后 可 以 证 明 全 局 误差 满足 一 个 新 的 关系 
[1 + 0u(2 - 8+) et = [1-(1—4)u(2—- A”) et 


+Ope3** 十 (1 一 0)pez 

Are: (2.106) 
而 不 是 (2.93). 这 个 方程 和 其 他 网 格 点 处 的 方程 不 同 , “EAE RTT FC FE 3} i AR 
分 析 该 方程 组 . 但 是 可 以 应 用 前 一 节 中 讨论 的 最 大 值 原理 : 首先 注意 到 , MR (1-0) < 3 
成 立 ， 则 只 要 an 非 负 ， (2.106) 中 所 有 的 系数 就 都 是 非 负 的 ; 并 且 如 果 

0(1— 6"*") > —(1 — 0)(1 — 6”), (2.107) 

则 式 中 右 端 系数 之 和 不 大 于 左 端的 系数 之 和 ; mM alt) > 0 时 上 式 恒 成 立 . 因此 我 们 可 
以 像 以 前 一 样 推 导出 用 截断 误差 表示 的 全 局 误差 界 的 关系 式 (2.96). 在 这 些 讨论 中 假设 
条 件 alt) > 0 的 重要 性 是 明显 的 ， 相反 的 假设 对 应 于 和 表面 温度 成 正比 的 热 基 流入 而 不 
是 流出 ， 这 将 导致 按照 指数 规律 增长 的 解 . 在 实际 问题 中 这 是 不 可 能 发 生 的 ， 且 在 任何 
情况 下 都 将 导致 一 个 不 适 定 的 问题 . 


剩 下 来 要 估计 的 是 截断 误差 T. 我 们 仅 限 于 考虑 显 式 格 式 9 = 0 的 情形 ， 我 们 

在 第 一 个 内 点 处 将 其 展开 ， 假 设 直接 把 (2.103) 看 作 (Otn) 点 处 的 边界 条 件 ， 为 得 到 精确 
解 ， 在 这 点 展开 ， 得 到 
ut — uo 


aa ee ee E Lens)? aa 
a ee [Arues + ia User + | (2.108) 


1 原 书 此 处 为 ， bo =ao 和 eo=1. 
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为 了 消去 ug M, MMA AEA (2.103) 乘 以 一 个 合适 的 乘 子 加 到 差分 方程 中 ， 便 得 
到 如 下 形式 的 截断 误差 


n+l n 2,,m n n n 
a Z Uy — Uy Oruy B E — Ug non - g"! 


| 
了 Utt 12 T) Urrrzr Durr 


故 有 
1 
TPH? ~ — 5 BM ee. (2.109) 


随 网 格 斥 度 趋 于 零 上 式 并 不 趋向 于 零 ， 虽 然 可 以 通过 更 细致 的 分 析 得 到 收敛 性 ， 但 这 里 
我 们 不 打算 这 样 做 . 


然而 , 一 个 细小 的 修改 可 以 修正 这 个 问题 ,选择 新 的 网 格 点 , 它们 仍然 是 等 间距 的 ， 


但 是 边界 点 z = 0 位 于 开始 两 个 网 格 点 的 中 点 . 另 一 边 的 边界 z = 1 仍然 如 前 是 最 后 一 个 
网 格 点 . 现在 用 更 精确 的 方式 台 近 边界 条 件 


Ur — Un 1 i 
Se = 50"(U8 + UT) +9", (2.110) 
1-la"Ar Ar 
i oe hadi ¢ Pe er |S 2.111 
Uo 1+#arAz ane ee Ton Ar? ( ) 
然后 将 (2.108) 替换 为 在 j= 3 点 处 的 展 式 ， 得 到 
ul 一 ug a 1 n/n 机 下 
È (Az) uzsz 一 Aes +- | i (2.112) 
24 8 1/2 
FRA 
1 1 a 
n+1/2 = = iy ee 2 Ea 
T [BA jz (42) Urrrr + | 
1 1 kis 
BrE T WA —A rrr” k I ”二 
1+ ioanArz È z(u 3a wzz) 十 | 
= O(Az). (2.113) 


只 要 把 (2.106) 稍 做 修改 ， 就 可 以 证 明 收敛 性 其实， 在 第 6 章 将 给 出 一 个 基于 最 大 值 原 
理 的 更 精确 的 误差 分 析 : 尽管 边界 附近 有 O(Az) 阶 的 截断 误差 , 整体 误差 仍 是 O ((Az)?) 
阶 的 . 

另 一 种 应 用 更 广泛 的 方法 是 仍 保持 z = 0 是 第 一 个 网 格 点 ， 但 是 在 区 域外 引入 一 个 
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虚拟 的 点 值 Vi: 以 使 用 中 心 差分 格式 得 到 
Up —U, 


SAG = UP +g". (2.114) 
在 z=0 点 仍然 可 以 用 通常 的 差分 逼近 ， 故 可 以 消去 U2. 对 0- 方 法, 我们 有 
Uot -Us 5; n+l n 
e E [aus t + (1 — 0)US] 
ai = eet = ager on 
a 2. a 7 aU? — g"! =0. (2.115) 
显然 ， 要 计算 截断 误差 需要 把 
ntl _ „nti n+l 
= a —ghtlyntl 一 rl =0 |$ Arus +e (2.116) 
加 入 到 一 般 的 截断 误差 项 中 . 如 果 我 们 把 (2.115) 整理 为 
(1+ 20u(1+a"**Az)] Ut? = [1—2(1-@)u(1+a"Az)| UG 
+20uUrtY ` 
—2uAz [bg"+ + (1 — 0)g"], (2.117) 
并 且 把 定理 2.2 中 条 件 略 微 加 强 为 
u(1 -6)(1+a"Az) < 5 (2.118) 
则 基于 最 大 值 原理 的 误差 分 析 仍 然 成 立 . 


这 一 节 中 我 们 考虑 的 热传导 方程 问题 在 左 端 处 是 导数 边界 条 件 ， 而 另 一 端 是 犹 利克 
雷 边界 条 件 . 相同 的 方法 对 右 端 是 导数 边界 条 件 或 者 在 两 端 都 是 的 情况 也 是 适用 的 . 经 
过 与 前 面 类 似 的 分 析 就 会 发 现 ， 在 z = 1 处 导数 边界 条 件 的 形式 应 为 


z = P(t)u + g(t), A(t) < 0. (2.119) 


为 了 演示 处 理 边界 条 件 的 不 同方 法 , 在 0<z<1 上 计算 问题 w = wzz 的 解 ， 其 初始 
条 件 为 u(z,0) = 1 一 z2, 并 在 左 端点 满足 诺 伊 曼 边界 条 件 wz(0,t) = 0, 右 端 点 满足 犹 利克 雷 
边界 条 件 u(1,t) = 0. 使 用 Crank-Nicolson 格式 求解 , WJ = 10, u = 1, BA At = 0.01. 对 以 
上 给 出 的 三 种 方法 进行 分 析 : 即 用 向 前 差分 格式 通 近 wz,: 方法 ,结合 虚拟 点 Qi 使 用 中 
心 差 分 的 方法 ， 以 及 构造 网 格 使 边界 点 在 开始 两 网 格 点 的 中 点 处 的 方法 ， 图 2-10 显示 了 
相应 数值 解 的 最 大 误差 ， 作 为 如 的 函数 . 第 二 和 第 三 种 方法 的 数值 结果 非常 相似 , 但 是 
与 第 一 种 方法 却 有 显著 的 不 同 ; 在 这 个 例子 中 第 一 种 方法 的 误差 大 约 是 后 两 者 的 50 倍 . 
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图 2-10 诺 伊 曼 边界 条 件 的 近似 对 取 J = 10, Ar = 0.1 的 Crank-Nicolson 
格式 误差 的 影响 ， 顶部 曲线 使 用 (2.103), 下 面 的 两 条 分 别 使 用 (2.114) 和 
(2.110) 


同时 注意 , 与 图 2-4 中 两 端 都 为 狄 利克 雷 边界 条 件 的 情况 误差 性 态 相 对 比 ,在 一 定 范 
围 内 每 种 方法 的 最 大 值 误 差 都 随 着 n 增长 ， 过 一 段 之 后 才 很 缓慢 地 开始 下 降 . 下 一 节 我 
们 将 考虑 两 端 都 是 诺 伊 曼 边 界 条 件 的 情况 . 


2.14 热量 守恒 性 质 


在 模型 问题 热传导 方程 wu = ee 中 定义 上 时 刻 的 系统 总 热能 
1 
h(t) =f u(x, t)da. (2.120) 
由 微分 方程 ， 有 
1 
= = a udr = f urrdr = [wz]a - (2.121) 
0 0 


在 狄 利克 雷 边 界 条 件 的 时 候 这 样 做 并 没有 什么 帮助 ， 但 是 假定 在 两 个 端点 处 都 是 诺 伊 曼 
边界 条 件 ， 即 wz(0,t) = golt) 和 wz(1,t) = gilt). 继而 得 到 
和 = gı (t) — go(t), (2.122) 
对 这 个 常 微分 方程 求 积 分 则 可 以 求 得 h. 
现在 对 9- 方法 的 方程 (2.75) 做 类 似 的 处 理 . 对 (2.75) 成 立 的 所 有 点 求 和 以 引入 离散 
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总 热能 : 


J-1 
A” =} AzU?. (2.123) 
1 


然后 ， 利 用 有 限 差分 记号 6zU =AtzUj 一 A+zUj-1, 得 到 


HeH H” At 2 a n+l 8 n 
一 = iz 25 (OU; + (1 — BUF 
1 


- x {Aye [PU + (1 — O)UF_1| 
— Azz [OUS + (1 — 0)U0]}. (2.124) 
Be FAIA ORE RE oe ARR. 考虑 最 简单 的 通 近 ,如 (2.103): BPS UT 一 U8 = 
Aagt, U? —U%_, = Azg?. 于 是 得 到 作为 (2.122) WEER: 
H"t1 — H” = At [0(g t" ~ ght?) + (1— 8)(9f — g0 )) ; (2.125) 
i PME AT RB AE A, RR, Ur 可 能 并 不 是 ur 的 一 个 好 的 点 值 通 
近 . 特别 地 ， 如 果 go 和 gi 都 和 + 上 无关， 则 一 个 时 间 步 中 互 的 变化 量 与 h(t) 的 变化 基 严 
格 相等 . 这 如 何 解释 呢 ? 
显然 ,为 了 更 好 地 理解 这 种 匹配 得 很 好 的 对 应 关系 ,我 们 应 该 将 (2.123) 与 (2.120) 尽 
可 能 地 紧密 联系 起 来 . 如果 U 入 均 是 常数 ， 这 种 联系 意味 着 应 该 取 (J 一 1)Az = 1, m 
不 是 像 我 们 所 假设 的 JAz = 1; 同时 应 该 把 U? 与 


1 jar 
uj :一 5f u(z,t,)dz, j = 1,2,...,J —1, (2.126) 
AT Jij-1)Ar - 


相 比 较 ， 因 此 它 应 该 表示 位 于 区 间 中 心 (i 一)Az 处 的 值 ， 我 们 还 有 
J-1 
h(tn) = Az uy. (2.127) 
1 


注意 对 数值 解 的 这 种 解释 与 我 们 在 分 析 截 断 误差 时 得 到 的 格式 (2.110) ~(2.113) 非常 匹 
配 ， 这 也 意味 着 初始 条 件 应 该 取 为 V9 = ww, 其 中 ul 由 (2.126) REX. 这样 处 理 之 后 ， 
车 边界 条 件 与 时 间 无 关 ， 则 对 所 有 的 n HA H” = httn). 此 外 ， 不 难看 出 对 任意 常数 C, 
函数 


lz,t) := (g1 — go)t + 3(91 — 90)2? + goz + C (2.128) 
满足 微分 方程 和 两 个 边界 条 件 ， 可 以 证 明 ， 对 任意 给 定 的 初始 条 件 ， 问 题 的 精确 解 将 随 


t 一 oo 趋 于 如 上 形式 的 解 . 因为 函数 (2.128) 是 t+ 的 线性 函数 且 关 于 z 是 二 次 的 ， 所 以 它 
也 必然 严格 满足 有 限 差 分 方程 ; 若 用 以 上 方式 解释 数值 解 ， 则 随 七 的 增长 数值 解 产生 的 
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误差 将 趋 于 零 . 正如 前 面 所 看 到 的 ， 处 理 诺 伊 曙 边界 条 件 问 题 时 若 用 通常 的 方式 解释 误 
差 ， 则 一 般 差 分 台 近 所 产生 的 误差 就 可 能 会 在 开始 阶段 随 n 增长 ， 然 后 仅 以 非常 缓慢 的 
速率 下 降 . 

我 们 通过 一 个 齐 次 热传导 方程 的 解 来 演示 这 些 现象 . 方程 在 z=0 和 x = 1 处 赋 诺 
伊 曼 边 界 条 件 wz = 0, 且 初 始 条 件 为 wz,0) = 1 一 z?. 图 2-11 给 出 了 三 种 情形 下 最 大 值 误 
差 作为 t 的 函数 的 曲线 ， 它们 均 使 用 u= 3 K9 Crank-Nicolson F}, H J = 10. m 


-1 


> 


logio E" 


0.25 0.5 0.75 1.0 


图 2-11 对 纯 诺 伊 曼 问题 误差 解释 方式 的 效果 : 顶部 曲线 对 应 边界 条 件 
(2.103), 而 第 二 条 对 应 (2.114), 二 者 都 采用 通常 的 方式 取 初 始 值 和 定义 E”; 
底部 曲线 和 顶部 曲线 采用 相同 的 计算 方法 ， 但 是 其 初始 条 件 使 用 (2.126), H 
用 热量 守恒 原理 重新 解释 了 误差 


部 曲线 对 应 的 是 用 (2.103) 逼近 诺 伊 曼 边 界 条 件 且 用 通常 的 方式 解释 误差 E" 的 结果 ， 其 
Ag = 0.1, At = 0.005. 第 二 条 曲线 除了 改 用 (2.114) 通 近 边界 条 件 之 外 和 第 一 条 曲线 采用 
方法 完全 一 样 . 明显 地 ， 二 者 的 残 差 都 很 大 . 然而 , 底部 曲线 虽然 和 顶部 曲线 使 用 相同 的 
方法 ， 但 是 初始 数据 用 (2.126) 中 得 到 的 u? 给 出 ， 并 且 重 新 解释 误差 以 反映 热量 守恒 原 
理 : 即 E” := max {|UF — u?|, j=0,1,2,...,J}; H tn =ndt = np(Az)? = gn(J—1)7?. 从 
图 中 我 们 可 以 清楚 地 看 到 如 上 讨论 所 预期 的 误差 下 降 情 形 . 


2.15 更 一 般 的 线性 问题 


到 目前 为 止 我 们 所 考虑 的 热传导 方程 对 应 的 物理 问题 都 满足 其 物理 性 质 关 于 时 间 是 
常数 的 条 件 ， 且 独立 于 z. 一 般 地 ， 这 些 性 质 是 r, 或 t, 或 二 者 的 函数 . 特别 地 ， 依 赖 > 的 
情形 通常 是 模拟 近乎 一 维 的 细 棒 中 的 热流 ， 其 横 截面 面积 依赖 于 z. 因此 ,我 们 来 简单 地 
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研究 一 下 如 何 将 目前 讨论 的 方法 做 适 当 的 改动 以 便 应 用 于 更 一 般 的 问题 
首先 ， 考 虑 问题 


Ou Ou 
Dt = W(x, t)z’ (2.129) 
其 中 函数 b(z,t) 通常 假定 是 严格 正 的 . 简单 地 推广 显 式 格式 (2.19), 得 到 
ue = U; a ea (UF 一 2U;' + Ue.) F (2.130) 


其 中 b? = b(z;,tn). 这 个 格式 的 实现 和 先前 的 显 式 格式 一 样 简单 ， 并 且 误 差分 析 也 几乎 不 
需要 更 改 . 如 同 处 理 (2.19), 同样 泰勒 级 数 展开 得 到 表达 式 


T(2,t) = > Atun z Zola, (ALP usse t (2.131) 


虽然 推出 (2.44) 式 的 分 析 仍 然 有 效 ， 但 是 稳定 性 条 件 必 须 替 换 为 : 对 区 域 中 任意 的 zx 和 
t 均 满足 


At 1 
最 终 的 误差 界 变 为 
ae | B(Az)? 


其 中 B 是 在 区 域 [0,1] x [0, tr] 上 b(z,t) 的 一 致 上 界 ， 


通过 几 个 略微 不 同 的 修改 方式 ，9- 方法 可 以 用 于 处 理 这 种 更 一 般 的 问题 . 方程 (2.75) 
显然 可 以 推广 为 


At 
n+l _ rm = 
U; Uj ( Az)? 


但 是 如 何 最 优 地 选取 b" 的 值 却 不 是 显而易见 的 . 在 先前 分 析 这 个 格式 的 截断 误差 的 过 程 
中 ， 我 们 在 中 点 (zj,th+3) 处 做 泰勒 级 数 展开 ， 这 建议 选择 
or = ort}, (2.135) 


事实 上 ， 易 见 基 于 这 个 选择 除了 (2.84) 中 包含 了 一 个 额外 的 因子 " 之 外 ， 先 前 的 截断 误 
差 表达 式 并 没有 其 他 改动 ， 它 变 为 


了 7 os G ~~ OAt Urzrt = Ip (4*) Urrrr 十 24 (At) Uttt 


b* [a62UP*? + (1 — 0)62U7], (2.134) 


b 2 1,1 2 
—g (At) Urett + 72/2 — 0)At(Az) Urzzrzt 


2b n+1/2 
一 责 (Az) Uszzezr 十 … | . (2.136) 
i j 
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利用 最 大 值 原理 ,收敛 性 证 明 也 没有 改变 ， 只 是 稳定 性 条 件 变 为 ， 在 区 域 中 的 所 有 点 处 


都 满足 
ail ~ He,t) < 


ue (2.137) 


这 样 选择 b* 要 求 在 时 间 的 半 步 长 处 计算 O(a, t), 这 在 一 些 问题 中 是 不 易 实现 的 . 另 一 
种 明显 的 选择 方案 是 


六 = (ort +0"), (2.138) 
Ti: FA Wh fi Hs IE, 4E 
1 n+1/2 
b = [ 十 了 (Ab bu es | . (2.139) 
j 


这 将 在 截断 误差 的 展 式 中 引入 额外 的 一 个 关于 bu 的 高 阶 项 . 


线性 抛物 型 方程 最 一 般 的 形式 是 
ie = we.) 一 a(x, t) + c(x,t)u + d(x, t), (2.140) 
如 前 假设 b(z,t) 总 是 正 的 . 这 里 符号 的 选择 是 为 了 和 后 面 的 章节 ， 特别 是 与 5.7 节 中 的 
(5.48) 式 相 一 致 . 特别 地 ，al(z,t) 前 面 的 负 号 是 为 了 方便 但 是 并 不 重要 ， 因 为 a(z,t) 可 取 
任意 符号 ; MER b(z,t) BIEN. 我 们 可 以 很 容易 地 为 这 个 方程 构造 一 个 显 式 格式 ;只 
有 Bu/6z 需要 新 的 考虑 .因为 逼近 二 阶 导 数 用 的 是 中 心 差分 ， 自 然 地 也 用 中 心 差分 台 近 
一 阶 导数 ， 从 而 得 到 格式 
Up -UP o ( 
At (Az)? 
计算 截断 误差 的 主 项 是 容易 的 ， 我 们 把 它 留 作 练习 . 然而 ， 在 分 析 误 差 e? 性 态 的 过 程 中 
产生 了 新 的 困难 . 就 像 由 对 简单 问题 的 分 析 得 到 (2.42) 一 样 ， 这 里 我 们 得 到 
] 


< qt 
Un — 2U? + UP_,) - An (Umi —Uf_,)+GUf +d. (2.141) 


ett = ef + uF (G4 — 2eF + ej-i) — 543 (e341 — e71) + Atcfe? — AtT? 
和 1 
= (1— 2p} + At ce) et + (ut — z” Jefe + (17 + 345 ej-i —AtT?, (2.142) 
其 中 
At At ， 
Hj = (Az)? br, vy = Age . (2.143) 


为 了 得 到 和 前 面相 似 的 关于 en 的 界 ， 需 要 保证 方程 右 端 涉及 en 的 三 项 的 系数 都 是 非 负 
的 ,而且 其 和 不 大 于 一 . 我 们 总 是 假设 函数 b(z,t) 是 严格 正 的 , 但 是 一 般 不 能 对 alx, t) 的 


2.15 更 一 般 的 线性 问题 39 


符号 做 任何 假设 . 因此 ,除了 ch 和 0 之 外 ， 还 需要 条 件 
|| < ja, (2.144) 
2u; 一 Atcj < 1. (2.145) 
因为 有 条 件 只 和 0 , 故 第 二 个 条 件 要 比 简单 情形 时 稍微 严格 一 点 ; 确实 ， MRA 
0 <e(z,t) < C RIL, WARE (2.145) 代表 稍稍 放松 站 的 约束 ， 但 那样 仅 可 以 得 到 E+ < 


(L+ CAKE" +TAt. 然而 ,第 一 个 条 件 要 严格 得 多 . 如 果 ， 我 们 用 其 Arz 和 At 的 表达 式 
RF v 和 u, 则 该 条 件 表示 为 


2b” mA 
Ar<—, X cl < 2, (2.146) 
[| b 


并 有 旦 上 式 对 任意 的 n 和 GHAR. 因此 ，Az 的 尺度 就 受到 了 限制 ， 这 也 就 意味 着 At 
的 尺度 受到 了 限制 . 

在 许多 实际 问题 中 函数 O(a, t) 相对 于 a(x,t) 来 说 可 能 是 非常 小 的 . 例如 ， 在 大 部 分 
流体 问题 中 粘性 往往 很 小 ， 上 述 情 况 就 会 发 生 . 在 此 情况 下 ， 一 个 重要 的 无 基 纲 参数 是 
Péclet#(Péclet number) UL/v, 其 中 U 是 速度 ， 工 是 长 度 而 > 是 粘性 . RAR + 
异 摄 动 问题 ( singular perturbation problem) 是 很 相近 的 ， 且 不 能 简单 地 用 这 种 显 式 的 中 
心 差 分 方法 求解 : 因为 由 (2.146). P 4 Péclet&(mesh Péclet number) 不 能 大 于 2, 其 中 长 度 
就 是 网 格 尺度 . 例如， 如 果 有 165= 1,a= 1000,c= 0, 则 条 件 要 求 Az < 0.002, 因而 要 求 
At < 0.000002. 这 样 在 x 方向 我 们 至 少 需要 500 个 网 格 点 ， 而 若 要 计算 到 一 个 合理 的 时 间 
tr 则 需要 巨大 的 时 间 步 数 . 

一 个 简单 的 避免 这 个 问题 的 方法 是 使 用 向 前 或 向 后 差分 来 通 近 一 阶 导 数 项 ， 而 不 是 
用 中 心 差 分 . 例如 ， 若 已 知 a(z,t) [0 Al c(x,t) = 0, 则 可 以 使 用 向 后 差分 ， 差分 格式 变 为 


Up a U; bj n grn n a; n rn nyrn 
进而 得 到 
ejt = ef + uF (efi 2e; + ej) (e7 —e?_,) — AtT? 
= (1-2u?—v?)e? + pret + (uy + uP) el 一 At 了 (2.148) 
为 了 保证 该 方程 右 端 所 有 项 的 系数 均 非 负 ， 现 在 只 要 求 满足 
217 +v <1. (2.149) 


当 a 关 0 时 这 个 条 件 对 时 间 步 尺度 的 要 求 更 严格 ,但 是 对 Ar 的 尺度 却 没有 约束 . 
如 果 函 数 a(z,t) 变 导 ， 则 当 a 为 正 时 应 该 使 用 向 后 差分 ， 而 当 它 为 负 时 则 应 使 用 向 
1 APA: b= 0.001, a = 1. 但 这 样 得 到 At < 0.002 而 不 是 < 0.000002. 
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前 差分 ; 这 种 方法 被 称 为 迎风 差分 (upwind differencing). 不 幸 地 是 我 们 必须 以 更 严格 的 
约束 条 件 为 代价 才 可 以 保证 最 大 值 原理 成 立 . 现在 截断 误差 的 阶 下 降 了 : 向 前 差分 引入 
的 是 Ar 阶 的 误差 ， 而 非 中 心 差分 的 (Ar) 阶 . 我 们 将 在 讨论 双 曲 型 方程 的 章节 中 讨论 
这 个 问题 . 
抛物 型 方程 一 般 也 时 常 以 自 共 斩 的 形式 出 现 
a 
ou - = (ze $3 , (2.150) 


这 里 通常 假定 函数 plr, t) 是 严格 正 的 . 也 可 以 把 这 类 方程 改写 为 刚才 讨论 过 的 形式 ， 如 
du _ Pu  ðpðu 
at aa? ðr dx 

不 过 ， 直 接 对 方程 的 原始 形式 构造 差分 通 近 效果 一 般 更 好 . Be ee 


du)" j+1 Up 
PSE ea Tpit ( T : ) ee) 
将 其 中 的 了 全 部 替换 为 了 -1 可 以 得 到 一 个 类 似 的 逼近 式 . 把 二 者 相 减 并 除 以 Ar, 便 得 到 
方程 右 端 项 的 一 个 通 近 , 这 给 出 了 一 个 显 式 差 分 格式 


(2.151) 


Untl U? 1 
ae = (Any? [PF 1/2 (Uf, — US) — p12 (UF — Up)| : (2.153) 
记 
, At 
H 一 (Ax)? 
则 得 显示 表达 式 
UPH = (1 =p! (Prya + p12)) UF + WR aU Fa + HP-a- (2.154) 
从 上 式 可 以 看 出 我 们 先前 使 用 的 误差 分 析 方 法 在 这 里 也 同样 适用 ， 若 
WPS 5» (2.155) 


则 右 端 项 的 系数 均 是 非 负 的 ， 其 中 已 是 函数 p(z,t) 在 区 域 中 的 上 界 . 因此 该 格式 只 对 时 
间 步 提出 了 某 种 约束 条 件 ， 这 是 我 们 预料 之 中 的 ， 而 对 空间 步 长 Az 的 尺度 则 没有 加 以 
任何 限制 . 


从 同 种 类 型 的 差分 逼近 格式 出 发 也 容易 得 到 9- 方法 的 推广 . 其 中 细节 ,包括 截断 误 
差 主 项 等 的 计算 ， 均 留 作 习题 (参见 习题 2.7 和 2.8). 


2.16 极 坐 标 


一 维 问题 往往 是 从 具有 柱 对 称 或 球 对 称 性 质 的 三 维 物理 问题 得 来 . 在 极 坐标 下 ， 简 
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单 的 热传导 方程 的 形式 为 
0 0 Ou 
n -— as (e) (2.156) 
或 
Wt = Ure + ur, (2.157) 


其 中 a = 0 时 对 应 的 是 我 们 一 直 考 虑 的 平面 对 称 问题 ，a = 1 对 应 柱 对 称 ， 而 a = 2 则 对 
应 球 对 称 . 从 形式 (2.156) 或 者 (2.157) 入 手 ， 刚 刚 得 到 的 方法 可 以 容易 地 应 用 于 这 些 方 
程 ， 在 这 个 特例 下 ， 比 较 两 种 形式 的 稳定 性 条 件 发 现 ， 它 们 并 没有 多 少 差别 .然而 在 两 
种 情况 中 , 极点 r= 0 处 都 明显 存在 问题 . 

无 论 在 二 维 或 者 三 维 中 考虑 问题 的 对 称 性 可 以 得 到 在 极点 处 gu/ar = 0; 若 ur AE, 
则 由 (2.157) 可 知 在 + = 0 处 ur 为 无 穷 或 者 ui HEN, 或 者 二 者 均 为 无 穷 .现在 视 t 为 
常数 ， 把 v Er 的 函数 ， 并 且 在 r = 0 处 泰勒 级 数 展开 ， 得 到 


u(r) = u(0)+ru,(0) + 5r2urr(0) 十 …: 
= u(0)+ sr ttre(0) +e (2.158) 
和 


= 二 [ae+Dreurr(o)+…] 
= (a+1l)urr(0) +++. (2.159) 
在 (2.158) 中 用 Ar 代替 r, 得 到 
u(Ar) — u(0) = (Ar)?urr(0) free, (2.160) 


Ff E h EA KR Ar Shi th AS — 2 oh a 


Ut! -Up 2(a+1) 
| Ss,» TE Ue US), 2.161 


这 种 做 法 同样 也 适用 于 9- 方 法. 

另 一 种 更 物理 化 的 观点 直接 来 源 于 (2.156). 如 图 2-12, 

考虑 环形 区 域 的 > = rji A r= rj 的 两 个 表面 之 间 的 热平衡 : (2.156) 的 右 端 
项 r°du/Or 正比 于 热 通 基 与 表面 积 的 积 ; 而 通过 半径 分 别 为 7j)_1y2 M rji 的 两 个 表面 
的 热 通 其 之 差 来 握 高 其 间 物 质 的 温度 , 这 部 分 物质 的 体积 正比 于 (roh — oF 0)/(a t+ 1). 
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j+1 


和 > 

li 

© 
和 


2-12 极 坐 标 


因此 在 步 长 为 Ar 的 一 致 网 格 上 ， 对 (2.156) 的 右 端 直接 作 差 分 得 到 
OU; a+ 1 a OrU; 
_ (a +1) [Da 一 (rij + ss) U; + | 
CaP + ra iafj-1/2 十 :十 | (Ar)? 
(2.162a) 
StH fet, LEER 

在 极点 处 只 有 一 个 表面 ( 当 a = 1 时 是 一 个 半径 为 nya = iAr 的 圆柱 面 ， 当 a = 2 时 

是 一 个 半径 为 riyz 的 球面 ), 则 立即 有 ; 


oo _ atl a Ui—Uo _ Uı — Uo 
Dt x ral 1/2 AP = 2(a@+ 1) (Arp? A (2.162b) 


这 与 (2.161) 是 一 致 的 . 同时 注意 在 柱 对 称 (a = 1) 的 情况 下 ，(2.162a) 和 不 论 由 (2.156) 或 
(2.157) 得 到 的 差分 格式 均 是 一 致 的 ; 但 是 在 球 对 称 的 情况 下 ， 因 为 六 +112 +1 541/27j-1/2 十 
riod 377 并 不 相等 ， 因 此 它们 是 不 一 致 的 . 
考虑 最 大 值 原 理 成 立 的 条 件 ， 从 (2.162a) 和 (2.162b) 入 手 是 最 简单 的 . 计算 9- 方法 中 
Ur 的 系数 ， 容 易 知道 最 差 的 情形 发 生 在 极点 处 并 且 得 到 条 件 
2(a + 1)(1 — 0)At < (Ar)?. (2.162c) 


随 着 空间 维 数 的 增加 这 个 条 件 的 限制 也 越 来 越 苛刻 ， 不 过 其 变化 趋势 与 我 们 将 在 第 
3 章 讨论 的 内 容 是 一 致 的 . 


2.17 非 线性 问题 


在 2.15 节 中 考虑 的 一 般 线性 方程 的 物理 性 质 依赖 于 z 和 t. OE EI RT AR A K 
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数 u(x,t) 的 情形 也 是 很 常见 的 . 这 自然 引起 了 对 非 线 性 问题 的 研究 . 
我 们 只 考虑 一 个 例子 ， 即 方程 
uy = b(u)uzz (2.163) 
其 中 系数 blu) 仅 依赖 于 解 u, 并 且 假 定 其 对 所 有 的 4 值 都 是 严格 正 的 . 这 种 简化 实际 上 仅 
仅 是 为 了 简化 记号 ;处理 5b 同时 是 x,t 和 % 的 函数 的 情况 并 不 比 这 种 情况 困难 多 少 . 
显 式 格式 几乎 没有 变化 ; 使 用 和 前 面相 同 的 符号 ， 得 格式 
U+! = UP + p'o(UP) (Upp, — 2UP + UF). (2.164) 
实际 的 计算 不 比 线性 情况 更 困难 ， 唯 一 额外 增加 的 工作 量 是 函数 值 b(U7) 的 计算 . 截断 
误差 的 形式 也 是 完全 一 样 的 ， 并且 {UF} 满足 最 大 值 原理 的 条 件 也 没有 改变 . 然而 , 全 局 
误差 ef 性 态 的 分 析 却 更 困难 ， 因 为 随 着 7n 的 增长 它 是 非 线 性 变化 的 . 
记 精 确 解 ulj tn) 为 好 , 我 们 已 知 UP 和 好 分 别 满足 方程 
Ur = UP+WbUP UR — UP + UY), ete) 


uyt! = + — Quy + wpa) + ATS, ae) 


其 中 7? 是 截断 误差 . 但 是 简单 的 把 这 两 个 方程 相 减 不 会 得 到 e? 的 关系 式 ， 因 为 两 个 方 
程 的 系数 b(-) 是 不 同 的 . 不 过 ， 我 们 可 以 先 将 b(w?) 写 为 


bl(u?) = b(U;') + (u7 — UP) s(n) (2.167) 
= b(UF)- eF. (2.168) 

其 中 | 
af = Žo), (2.169) 


H nÆ UP Al u? 之 间 的 某 个 值 . 
这 样 ， 从 (2.165) 中 减 去 (2.166), 便 得 


ent! = e; + p'b(UP)(eFy1 — 2eF + eF_1) 
+p'e%q? (ut, — 2ut + uj) — At TP. (2.170) 
上 式 右 端 头 两 项 中 的 e?_1 ep Met 的 系数 ， 当 网 格 尺度 满足 条 件 
At [maxb(U7?)] < 5(An)? (2.171) 


时 , 都 是 非 负 的 . 这 就 是 新 的 稳定 性 条 件 , FT te RE EK RF 
一 般 在 每 个 时 间 步 都 需要 检验 该 条 件 并 调整 时 间 步 . 不 过 ,假定 存在 一 个 常 值 步 长 At 
它 对 任何 7 和 n 都 满足 (2.171); 并 且 假 定 有 边界 

jut) — 2u? + uni| < Mzz(Az) |q7| < K, (2.172) 
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则 我 们 有 (沿用 先前 的 符号 ) 
E”+! < [1 + KM,z,At] E” + AtT. (2.173) 
更 进一步 ， 由 于 


(1+ KMzzAt)” < eh Msendt SekMzztF， (2.174) 


这 样 我 们 就 得 到 一 个 与 有 关 的 全 局 误差 界 . 


然而 ， 虽 然 稳定 性 条 件 (2.171) 并 不 比 线性 问题 的 稳定 性 条 件 的 约束 性 强 多 少 ， 但 
是 误差 界 却 要 差 许多 ， 除 非 可 以 先 验 地 估计 出 |86b/Bu| 和 juzz| 的 界 都 非常 小 ， 再 说 ， 例 
(2.163) 的 形式 相当 特殊 ; 同样 常见 的 是 w = (bluus) 它 多 出 的 额外 项 (bau)j(uz) 会 
对 问题 及 其 分 析 产 生 巨大 影响 . 

在 实际 应 用 中 偏 微分 方程 的 数值 方法 主要 用 于 求解 非 线性 问题 ， 而 这 时 其 他 方法 一 
般 是 无 效 的 . 如 上 所 述 ， 在 实际 的 非 线 性 问题 中 使 用 显 式 格式 不 会 遇 到 多 少 困 难 ， 捉 实 
上 ， 甚 至 隐 式 格式 的 使 用 也 不 是 很 困难 的 ， 只 是 需要 迭代 求解 一 个 非 线性 方程 组 ， 这 时 
前 一 时 间 层 得 到 的 数值 解 给 出 了 好 的 迭代 初 值 . 然而 ， 这 些 格式 的 收敛 性 和 稳定 性 分 析 
比 线 性 情况 要 困难 的 多 . 


文献 注 记 与 推荐 读物 


作为 本 书 中 关于 初 值 问 题 的 全 部 材料 可 参见 Richtmyer 和 Morton (1967) 的 经 典 教 
材 . 另 一 本 Collatz(1966) 的 经 典 教材 涵盖 了 各 种 偏 微分 方程 问题 . 有 关 本 章 所 讨论 问题 
的 许多 差分 逼近 格式 可 以 在 这 两 本 书 中 找到 . 

要 广泛 了 解 扩 散 问题 和 它们 的 应 用 背景 ， 读 者 可 以 参考 Crank(1975) 的 书 ， 其 中 可 以 
找到 对 Crank-Nicolson 格式 应 用 的 更 多 讨论 ， 

关于 重要 的 Thomas 算法 ， 我 们 所 知 的 最 早 的 参考 文献 是 1949 年 来 目 纽约 哥伦比亚 
大 学 的 一 个 报告 ， 但 是 报告 中 采用 的 方法 相当 于 没有 选 主 元 的 直接 高 斯 消去 法 ， 在 当时 
这 种 算法 无 疑 已 被 许多 研究 者 所 知 . 对 用 高 斯 消去 法 处 理 带 状 矩阵 的 更 一 般 的 讨论 ， 读 
者 可 以 参考 数值 分 析 的 标准 教材 ， 在 本 书 末 尾 的 参考 文献 中 罗列 了 若干 ， 或 者 矩阵 计算 
方面 更 专门 的 书籍 ， 如 Golub 和 Van Loan(1996) 所 著 的 书籍 . 

在 Ames(1992) 的 书 中 可 以 找到 对 非 线 性 问题 更 加 完整 的 讨论 , 其 参考 文献 Ames(1965) 
和 Ames(1972) 的 书 中 例 举 了 许多 以 非 线 性 抛物 型 方程 为 模型 的 物理 问题 的 例子 . 


2.1 


2.2 
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习题 
(i) 函数 u(x) 在 [0,1] LEXY, 


u(x) = 2T, 4O0<z< 5 AY, 
2-2, 43<2< 1B. 


证 明 
co 
u(x) = > Gm Sin MTT, 
m=1 


其 中 am = (8/m?x?) sin imr. 


(ii) 证 明 


2p+2 1 2 
一 dz > 一 一 一 一 ， 
[, 22> rip 


并 且 进 而 有 


Spt)? apo 


(iii) 用 第 (i) 部 分 中 的 正弦 级 数 的 前 m= 405 项 之 和 逼近 u(x), 证 明 在 区 间 [0,1] 上 ,其 
误差 小 于 0.001. 


(i) 证 明 对 每 个 正 值 u = At/(Az)*, 存在 常数 Clu), 使 得 对 所 有 的 正 值 大 和 Az 有 
f= i she -et At] < O(y)k4(At)?. 


验证 当 p= HA C = 去 使 上 面 不 等 式 成 立 , 

(ii) 在 区 域 0 < x < 1, t > 0 上 用 显 式 中 心 差分 格式 带 近 方程 w = uzz， 边 界 条 件 为 
u(0,t) = u(1,t) = 0, 初始 条 件 和 习题 2.1 中 一 样 为 u(x,0) = u(r). Re = 0.01, 证明 习 
题 2.1 的 正弦 级 数 满足 


DO 


SO lam) < 了， WMR po = 82, 


m=2pot+1 


HAA 

2po—1 

lam|m* < 8po(2po + 1)(2po — 1)/37°. 

m=1 
而 且 证 明 4 u= i eR At < 17x 10°, 则 在 0 入 ts 和 1 的 时 间 范 围 内 数值 解 的 误差 
小 于 0.01. 
(iii) K u = } ® At = 0.0025, 用 数值 计算 验证 数值 解 在 这 个 时 间 范 围 内 的 误差 小 于 0.01. 
[注意 这 个 模型 问题 中 误差 最 大 处 始终 出 现在 第 一 个 时 间 步 .] 
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2.3 假设 网 格 点 zj 满足 


2.4 


2.5 


2.6 


0 = To < T1 < T2 < '°e < TjJ-1 C TJ =l, 


但 除 此 之 外 没有 其 他 限制 ， 在 时 间 范 围 0 < t < tp 内 ， 用 差分 格式 
ut -U o 2 (Yat “yy 2) 
At Az;- iv Az; Az; Azj-1 
通 近 方程 Us = Ure, 其 中 Az; = 27541 一 Tj. HARM RRS EM 


1 1 
1 


现在 假设 已 经 指定 边界 条 件 u(0,t), u(1,t) 和 初始 条 件 u(x,0). 记 Ar = maxAz;. HË 
设 网 格 是 足够 光滑 的 ， 即 对 了 = 1,2,...,J-1 有 |Az; — Az;-1| < a(Az)?, Rho 是 常数 . 
使 用 通常 的 符号 ， 求 证 若 稳定 性 条 件 


At < 5Azj-1Azi， 了 一 1 = 1 
成 立 ， 则 有 


1 
ju? 7 u(x;,tn)| < (SA + (Ax)? {ieaer 十 pl + adz|Mzesr} ) tr. 


已 知 aj, bj, Cj 满足 
a; > 0, cj > 0, b; > aj + Cj, g=1,2,...,0 ~—1, 
和 
ee ya ee ee | 
J bj — ajej_1 Et | 》 


其 中 eo = 0. 归纳 证 明 0 < e; <1, j= 1,2,..., J- 1. 进一步 证明 若 有 条 件 
bj > 0, b; > |a;| + |ejl, j= 1,2,..., J = 
则 从 jeo| < 1 可 以 推出 ej] <1, j= 1,2., J= 1. 


方程 Ut = uzz 有 边界 条 件 ull, t) = 0 HAK t> 0, 和 


ot = alt)u + glt) 在 t= 二 0 4b, FECT t > 0, 


其 中 a(t) > 0. 详细 说 明 在 用 8- 方法 求解 方程 过 程 中 如 何 使 用 Thomas 算法 . 特别 地 ， 推 导出 
取代 方程 (2.71) 的 初始 条 件 . 


(i) 分 别 考虑 实 根 和 复 根 的 情况 ,证 明 实 系数 二 次 方程 z? 十 bz 十 c = 二 0 的 两 个 根 在 单位 圆周 内 
或 者 其 上 的 充分 必要 条 件 是 [cl <14 |b] <1+ce. 


2.7 


2.8 


2.9 


2.10 
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(ii) 证 明 对 任意 u 值 ， 格 式 
n+l m—-1 __ 1 2rrn n n— 
Urt — U; = gh {U7 + ésUF + 620; ty 


都 是 稳定 的 . 
(iii) 证 明 无 论 u 取 何 值 ， 格 式 


unt yr = sh {62unt! + 452U7 + 82UP-} 


J 


都 是 不 稳定 的 . 


在 区 域 0 < 7 < 1, t > 0 上 有 微分 方程 


WARE CHO zx = 1 处 给 定 UHH. RRR EAHA 
ust! -Uy m {(UR., — UP )pj+1/2 — (UF — UP 1)p;-1/2} 
At (Az)? 
截断 误差 的 主 项 . 设 条 件 0 < p(z)At < (Ar) 成 立 ， 推 出 用 u 和 2 的 导数 界 表示 的 数值 格 
式 全 局 误差 的 上 界 . 


对 上 一 习题 中 的 问题 使 用 9- 方法 , 证 明 如 果 p(x) > 0 Thomas 算法 稳定 性 的 条 件 即 成 立 . 同 
时 证 明 ， 若 对 所 有 的 x, 条 件 2At(1 一 9)p(z) < (Ax)? 成 立 ， 则 最 大 值 原理 成 立 , 


用 0- 方法 逼近 方程 ut = Urr, 选取 
gat, (As? 

3 12At 
证 明 得 到 的 格式 是 无 条 件 稳定 的 ， 其 截断 误差 是 O((At)? 十 (人 Az)?) 阶 的 ,并且 它 对 所 有 的 随时 
间 步 振荡 的 健 里 叶 波 型 比 Crank-Nicolson 格式 训 减 的 更 快 . 然而 ， 为 保证 最 大 值 原 理 成 立 ， 证 
明 网 格 比 At/(Az)2 必须 在 [2,7] 范围 内 . 


在 工 方向 使 用 非 一 致 网 格 求解 方程 ut = uzz, 网 格 如 下 
Tj = 一 3&0 l2 oyd 
通过 变量 替换 z = s2 将 方程 形式 变 为 
= (3) 
w = Js ðs \28 08)” 
使 用 As = 1/J 的 一 致 风格， 并 且 使 用 习题 2.7 中 的 格式 ,格式 仅 在 右 端 多 出 额外 因子 1/28;. 
证 明 其 截断 误差 的 主 项 是 


1 1 1 1 1 
y= — 7 A, 2 一 my na “@s/sss| > 
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并 且 由 变量 替换 可 将 其 变换 为 


1 2 1 
T; = zôt Utt — (As)? (Fuses + 3” = ° 


且 比 较 它 和 习题 2.3 中 得 到 的 截断 误差 主 项 . 


用 Crank-Nicolson 格式 求解 方程 ut = tzz. 边界 条 件 为 US = UF = 0, n 2 0; 初始 条 件 为 对 
某 个 固定 大 有 UR = 1, 其 中 0 < 大 < J 而 对 所 有 的 j 了 关上 有 U3? = 0. 记 wj = Uj, 验证 wj 
满足 递归 关系 


1 1 
ar sa ae + (1+ p)w; 一 FHWI+1 =qj, wo= w=0, 


其 中 gk 二 1 一 J, gk+41 = qk-1 = $p, 而 其 他 的 gj = 0. 假设 网 格 足够 细 ， 并 且 Zk 和 边界 足够 
远 使 得 大 和 J 一 大 都 足够 大 .解释 为 什么 

Wi= Ap", 5 #k, 

¿wk = A+B, 
是 wj 的 一 个 好 的 近似 ,其 中 p= (1 十 4 一 S14 2u))/n. 写 出 并 求解 关于 常数 4 和 BB 两 个 
方程 , 证明 wk = 2/ V(1 十 21) 一 1. 进而 证 明 (i) 对 所 有 u> 0 有 we < l; (ii) wk > 0 4AM 
4 y< 3; 和 (iii) we > wer 当 且 仅 当 p< (7 一 V17)/4. 


证 页 (Hermitian) 差分 格式 
(1 FA sz) (u+ u") = tps (U"+ +u”) 
12 2 
+2At f +(+ 1 52) gn 
2 6 * 


逼近 ue = Urr + f 的 截断 误差 是 O((At)?) 阶 的 ,方程 中 f 为 一 个 给 定 的 函数 ， 并且 p= 
At/(Arz)” 取 固定 值 . 
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3.1 使 形 区 域 上 的 显 式 方法 


一 维 模型 问题 在 二 维 的 自然 推广 就 是 方程 
bV7u (b>0) 
bluse + uyy], (3.1) 
其 中 8 是 正常 数 . 考虑 (x, y) 平面 上 的 矩形 区 域 

下 < 全 < 人 
且 假 定 取 狄 利 克 雷 边界 条 件 ， 即 对 所 有 的 上 > 0, ulz y, t) 在 矩形 区 域 的 边界 上 取 给 定 的 
值 ， 当 然 ， 还 要 给 定 初始 条 件 ， 即 在 矩形 区 域 上 w(z,yw0) 是 给 定 的 ,在 该 区 域 上 引入 均 


匀 分 布 的 矩形 网 格 点 ， 其 z 方 向 的 步 长 为 Az, y 方向 的 步 长 为 Ay, 其 中 


X Y 
Az= 7: ee Jz, Jy E Z. 


于 是 近似 解 (approximate solution) 可 以 记 为 
Ur, © u(r, Ys, tn), r= 0,1,..., Jz, 3=0,1,..., Jy. 


最 简单 的 二 维 显 式 差 分 格式 是 一 维 显 式 差分 格式 的 自然 推广 ， 由 下 式 给 出 


ga a a 62U7m 


Ut 


Bi (Az? * (Ay)? | ae 


这 里 省 略 了 下 标 (r, s), HEAT (2.283) 式 中 关于 r 和 y 方向 二 阶 中 心 差 分 的 符号 . 由 于 
在 新 的 时 间 层 上 有 唯一 的 未 知 基 U7+1, 因此 该 格式 是 显 式 的 ， 这 个 未 知 量 可 由 前 一 时 间 
层 上 五 个 邻近 点 的 值 
Er Daas Uis OF 541 和 UR gai (3.3) 
计算 得 到 .该 格式 一 维 时 的 大 多 数 分 析 结 果 都 可 以 简单 地 推广 到 二 维 情形 ， 有 关 的 细节 
留 作 练习 . 二 维 问 题 的 截断 误差 为 
T(x,t) = 5At Utt — = [(Az) uzzzz + (Ay)? uyyyy| +, (3.4) 


由 此 知 截断 误差 的 界 可 以 用 4 的 各 阶 导数 的 界 给 出 ， 用 前 一 章 的 符号 ， 这 些 相 应 的 导数 
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界 记 为 Mu, Mzzzz 和 Myyyy. 类 似 地 可 以 证 明 收 敛 性 ， 推 出 误差 估计 式 


E” < Ee Mu + <b (A2)? Mzzzs + (Av) My) tr, (3.5) 
当 网 格 尺度 满足 条 件 | 
Hz + My < 5; (3.6) 
时 成 立 ， 其 中 
bAt bAt 


Hz = Ta’ Hy = (ay)? (3.7) 

假设 b A RA we a FER EY Re my, Pa] BY LA RY EB SR RHE SP Hr TK HS RAY Fe 
定性 . 至 于 为 什么 可 以 忽略 边界 条 件 的 影响 ， 第 5 章 中 将 会 给 出 解释 . 构造 如 下 形式 的 
差分 方程 的 解 


U” ~ (A)" exp(i [kzz + kyy)), (3.8) 
由 此 可 得 增长 因子 和 的 表达 式 为 
à = Xk) = 1-4 |p, sin? az + py sin? kad| ， (3.9) 


其 中 k= (kr, ky). 显然 ， 恰 如 一 维 情形 ， 稳 定性 的 条 件 是 

Hz 十 Hy S 5 (3.10) 
该 条 件 在 证 明 |A(K)| < 工时 的 充分 性 与 一 维 情形 完全 类 做 ; 而 以 下 事实 则 证 明了 其 必要 
YE: k 的 各 分 其 可 以 独立 选取 ,而 可 以 取 到 的 最 坏 波 型 的 条 件 是 Az = ky Ay = n. 


用 (3.2) 式 计算 近似 解 显 然 与 一 维 情形 一 样 简单 . 但 稳定 性 条 件 的 约束 性 却 更 大 ， 而 
H b EERI IF (3.10) 必须 逐 点 满足 ,以 便 使 6 的 任何 局 部 峰值 减 小 可 用 的 时 间 步 . 
因此 这 种 显 式 格式 一 般 并 不 实用 ， 我 们 必须 引入 某 种 隐 性 格式 以 避免 ,或 放松 稳定 性 的 
HR. 以 上 的 讨论 很 容易 推广 到 三 维 情形 ， 事 实 上 三 维 问题 的 隐 式 格式 尤为 重要 . 


3.2 二 维 ADI 方法 (交替 方向 迭代 法 ) 
我 们 来 考虑 9- 方 法 的 推广 ， 它 作为 一 维 问 题 研究 方法 的 自然 推广 之 一 . 特别 地 ， 
Crank-Nicolson 方法 变 成 了 
d= Shad? E 5d)" =(1+ 3 he62 + 5 Hy63)U". (3.11) 


IX AST BE TE — EAE SL FAS FS BEG DB YY i ET RT ik EER AR, A A 
有 很 大 的 优越 性 ， 对 二 维和 三 维 问 题 情 况 并 非 如 此 ， 尽 管 对 任何 时 间 步 长 这 类 方法 仍然 
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是 稳定 的 ， 但 因此 而 增加 的 工作 基 却 也 十 分 可 观 . 这 时 必须 求解 包含 ( — 1)(Jy —1) F 
AA UD 的 线性 方程 组 ,该 方程 组 有 规则 的 结构 ， 每 个 方程 最 多 包含 5 个 未 知 基 ; 方 
程 组 的 系数 矩阵 有 大 量 的 零 元 素 , 但 却 没 有 三 对 角 (tridiagonal) 的 形式 ; 事实 上 不 可 能 通 
过 行 和 列 的 置换 将 其 化 为 由 非 零 元 素 组 成 的 带宽 很 罕 的 矩阵 . 当然 这 类 方程 组 并 非 无 法 
求解 ， 第 6 章 中 讨论 椭圆 型 方程 时 我 们 将 会 看 到 其 求解 的 方法 ， 然 而 这 样 做 带 来 了 太 多 
额外 的 复杂 性 ， 这 就 促使 我 们 去 寻找 求解 二 维 抛物 型 方程 的 其 他 数值 格式 . 

由 于 隐 式 格式 在 一 维 时 会 非常 有 效 ， 那 么 自然 就 会 想到 设计 仅 关 于 一 维 ， 而 不 是 两 
维 ， 为 隐 式 的 格式 . 例如 ， 考 虑 格式 


1 1 
(1 一 Hzgz)L 一 (1 十 了 Hz 人 z + pyd2)U™. (3.12) 


如 果 我 们 考察 该 方程 组 中 相应 于 某 一 特定 网 格 点 的 行 或 s 值 的 那些 方程 ， 就 会 发 现 这 些 
方程 不 包含 任何 具有 不 同 s 值 的 未 知 量 ， 因 而 形成 了 J 一 1 阶 的 三 对 角 方 程 组 ， 于 是 整 
个 方程 组 就 包含 了 Jy - 1 个 三 对 角 方 程 组 ， 而 每 个 三 对 角 方 程 组 都 可 以 有 效 地 用 2.9 节 
中 的 Thomas 算法 求解 . 该 格式 的 计算 工作 量 大 约 是 显 式 格式 的 3 倍 . 遗憾 地 是 ， 尽 管 格 
式 的 稳定 性 得 到 了 改善 ,但 其 约束 依然 存在 . 仍 设 5 为 常数 ， 则 易 证 格式 的 增长 因子 为 
1 — 2u;z sin? $k, Ar — 4uy sin? $kyAYy 

1 + 2uz sin? $k, Ax 
4 py > 去 时 ， 格 式 不 稳定 . 正如 所 料 ， 稳 定性 对 于 wz 没有 任何 约束 . 


将 两 个 这 种 沿 一 个 方向 为 隐 式 的 格式 结合 起 来 就 可 以 得 到 成 功 的 解决 问题 的 方法 . 
第 一 个 这 类 格式 是 由 Peaceman 和 Rachford 在 1955 年 ! 提出 并 应 用 于 油 藏 模拟 .我们 先 
写 出 改进 的 Crank-Nicolson 格式 


Mk) = 


1 1 m 1 1 
(1 — 5pz63)(1 一 5Hvby)D ”= (1 + 5Hzbz)(1+ 5Hydy)U™. (3.13) 
注意 到 微分 算 子 的 乘积 可 展开 为 
1 1 1 1 1 
(1+ 5H2dz)(1 + 5Mydy) = (1+ slabs + Fhyby + FHstyb25y), (3.14) 


可 以 看 出 (3.13) 式 与 Crank-Nicolson 格式 并 不 完全 一 样 ,不 过 其 中 多 出 来 的 几 项 与 截断 误 
差 中 的 某 些 项 同 阶 ( 见 下 面 的 (3.19) R). 引进 中 间 层 变量 UH, 则 (3.13) 式 可 以 写成 以 
下 等 价 形式 


1 1 

(1 一 5Hr62)U™ = (1 十 5Hvby)D”， (3.15a) 
1 1 

(1— 5Hy5,)U" = (1+ sheds UN, (3.15b) 


1Peaceman, D.W. and Rachford, H.H. Jr (1955), The numerical solution of parabolic and elliptic differential 
equations, J. Soc. Indust. Appl. Math. 3, 28-41. 
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要 证 明 其 等 价 性 只 需 在 (3.15a) 式 上 作用 (1 + #4s652), 在 (3.15b) 式 上 作用 (1 — $4262) B 
可 . 

(3.15a) 式 的 右 端 项 由 前 一 时 间 步 得 到 ; 算出 U+ 后 ， 则 (3.15b) 式 的 右 端 项 也 得 
到 了 .与 单 变 基 的 隐 式 格式 (3.12) 完全 一 样 ， 这 两 个 方程 组 都 是 由 若干 三 对 角 方程 组 构 
成 的 .每 个 时 间 步 的 全 部 工作 量 包 括 先 求解 万 -1 个 J -1 阶 的 三 对 角 方程 组 (比如 
对 应 于 图 3-1 中 标注 叉 号 的 一 组 点 ); 然后 求解 大 -1 个 万 =- 工 阶 的 三 对 角 方 程 组 (比如 
对 应 于 图 3-1 中 标注 圆 点 的 一 组 点 )， 整个 算法 过 程 比 求解 由 Crank-Nicolson 方法 得 到 的 
(Je —1)(Jy 一 1) 阶 的 完整 方程 组 要 快 得 多 ;每 个 网 格 点 需要 大 约 10( 加 ) + 8( 乘 ) + 6( 除 ) 次 
运算 ， 差 不 多 是 显 式 格式 (3.2) 的 4( 加 ) + 3GR) 次 运算 的 3 倍 . 在 图 3-1 中 标注 口 的 点 处 
需要 给 出 Un+l/2 的 边界 条 件 ， 而 在 图 3-1 中 标注 © 的 点 处 需要 给 出 U" 的 边界 条 件 . 
器 曾 鲁 需 者 境 闹 绍 全 新 
pe tp ete 


图 3-1 ADI 方法 的 边界 点 


当 b 为 常数 时 ， 我 们 仍 可 以 将 伟 里 叶 波 型 (3.8) 式 代 入 (3.13) 式 以 分 析 其 稳定 性 从 
两 种 等 价 形式 都 可 以 得 到 


Mo = (1 — 2 sin? $k,Az)(1 — 2py sin? $kyAy) 


由 此 立即 可 知 格式 的 无 条 件 稳 定性 . 
我 们 也 可 以 将 最 大 值 原理 应 用 于 (3.15) R. 在 前 半 个 时 间 步 上 ， 每 个 方程 可 以 写成 
(1+ po)UntY? = (1 — py)Uns + TRULA + Upesi) + sue(Ursn + Up). (3.17) 
因此 ， 当 jw <1, Unt? 的 值 就 可 以 表示 为 其 邻近 网 点 上 UV" OU"? 取 值 的 线性 


“es, 组 合 的 系数 均 为 非 负 且 和 为 1. 对 后 半 个 时 间 步 ， 显 然 有 类 似 的 结论 . 于 是 由 最 大 
值 原 理 便 知 ， 只 要 


(3.16) 


max{4z, Hy} <1, (3.18) 


3.2 —# ADI 方法 (交替 方向 迭代 法 ) 


就 有 数值 解 的 取 值 必然 落 在 其 边界 上 的 最 大 和 最 小 值 之 间 . 而 (3.18) 式 则 是 一 维 Crank- 
Nicolson 方法 稳定 性 条 件 的 自然 推广 . 
计算 截断 误差 最 理想 的 做 法 是 从 非 分 裂 形式 的 (3.13) 式 出 发 ， 把 所 有 的 项 都 移 到 右 
端 后 再 除 以 At, 就 不 难 推 出 截断 误差 的 主 项 为 
Pern ge A (At)? wee = 古 (Az)2uzzzz (Ay)? Uyyyy 
—4 (At) uzrtt = (At)? uyyee i +(At)? Urryyt (3.19) 
= O((At)? + (Ax)? + (Ay)?), 
前 五 项 与 二 维 情形 的 Crank-Nicolson 格式 相同 (一 维 情形 见 (2.85) 式 ), 而 最 后 一 项 源 于 乘 
积 项 i —U"). 
作为 例子 ， 我 们 考虑 在 单位 正方 形 区 域 0<z<10<y<1 上 的 热传导 方程 
tle = üzs + yy, (3.20) 
并 在 单位 正方 形 区 域 的 边界 上 给 定 齐 次 狄 利克 雷 边界 条 件 u = 0, 初始 条 件 为 wz,y,0) = 
f(x,y), 其 中 在 如 图 3-2 所 示 的 形 如 字母 M 的 区 域内 f(z,y) = 1, 而 在 单位 正方 形 区 域 的 
其 他 地 方 f(z,y) =0. 在 M Ja BY FER a, pe RH 0 线性 地 增长 到 1, 因此 f(z, y) 是 
连续 的 , 但 其 导 函 数 不 是 连续 的 , 事实 上 在 窍 条 区 域 中 导数 很 大 ， 而 在 此 之 外 导数 为 零 . 


' 


i 
= 


iy h a 


3-2 单位 正方 形 区域 上 热流 计算 的 初 值 


图 3-3、 图 3-4 和 图 3-5 显示 了 显 式 格式 数值 计算 的 结果 ; 由 此 可 以 看 出 初始 函数 是 如 
何 扩散 到 整个 正方 形 区 域 上 去 的 . 类 似 于 第 2 章 ， 原 则 上 数值 解 的 误差 也 可 以 通过 与 精 
确 解 的 傅 里 叶 级 数 展开 相 比 较 而 得 到 . 伟 里 叶 级 数 的 系数 可 能 极为 复杂 ， 因 此 我 们 采用 
的 方法 是 用 不 同 尺 度 的 网 格 得 到 的 计算 结果 来 估计 数值 解 的 精度 . 取 Ar = Ay = 1/100, 
1/200 和 1/400, 数值 结果 相互 间 吻 合 得 很 好 ， 这 使 我 们 有 信心 相信 图 中 显示 的 数值 解 的 
精度 远 高 于 该 图 像 所 表示 的 结果 . 
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图 3-3 以 图 3-2 为 初 值 在 时 刻 t = 0.001 时 的 数值 解 


图 3-4 以 图 3-2 为 初 值 在 时 刻 t = 0.004 时 的 数值 解 


图 3-5 以 图 3-2 为 初 值 在 时 刻 t= 0.01 时 的 数值 解 


3.3 =4# ADI% LOD FH 55 
3.3 三 维 ADI Al LOD 方法 


有 许多 类 似 于 (3.15) RÉI ADI 方法 (alternating direction implicit method), 另外 也 有 其 
他 方法 可 以 只 求解 三 对 角 方 程 组 而 又 具有 隐 式 格式 的 优越 性 . 有 时 格式 的 差别 仅 在 于 中 
间 基 的 计算 ， 这 会 影响 边界 条 件 的 提 法 . 例如 ， D'yakonov! 提出 把 (3.13) 式 分 成 为 


(1 一 zhað2)U"+ = (1+ TEA 一 Shy62)U"™, (3.21a) 
(1 一 1 全)D7n+1 = yr. (3.21b) 
如 记号 所 示 ，U™+* 并 非 某 中 间 时 刻 的 相 容 的 近似 解 ， 因 此 必须 特别 注意 其 边界 条 件 ， 不 
过 对 U"** 来 说 只 需 给 出 左右 两 侧 (图 3-1 中 标注 口 的 点 ) 的 边界 条 件 ， 而 这 些 点 上 Urt 
的 值 可 由 (3.21b) 式 得 到 . 当 考 虑 向 三 维 问题 推广 时 ， 表 示 成 不 同形 式 的 格式 会 带 来 一 些 
好 处 . 
一 种 常用 的 ADI 方法 是 由 Douglas 和 Rachford? 提出 的 ， 其 二 维 形式 为 


(1— pr62)U"t = (14 pyd2)U", (3.22a) 
(pT = Pt 0 (3.22b) 

消 掉 UH” 后 即 得 
(1 — pz62)(1 — pyd9)U™t = (1 + prpydz6y)U™. (3.23) 


(3.15) 式 是 受 Crank-Nicolson 格式 的 启发 而 得 到 的 ， 而 (3-22, 3.23) 式 则 显然 是 从 完全 隐 式 
格式 出 发 得 到 的 . 如 果 把 Ut 看 作 是 w+ 的 近似 ， 则 不 难 证 明 (3.22b) 式 是 与 微分 方 
程 相 容 的 ， 且 整个 格式 的 截断 误差 为 O(At + (Ax)*). 这 种 做 法 也 很 容易 推广 到 三 维 


(1—p2d2)U"*** = (1+ pyd? + u262)U", (3.24a) 
(= = Us (3.24b) 
(1—p2,62)U"! = UPH. L uU (3.24c) 


而 且 前 面 刚 提 到 的 二 维 格式 也 适用 于 此 . 
对 (3.22) 、(3.23) 或 (3.24) 式 做 傅 里 叶 分 析 ,， 不 难 证 明 这 些 格式 与 一 维 情形 一 样 都 是 
无 条 件 稳定 的 . 不 过 ,不论 从 (3.22) 式 还 是 从 (3.23) 式 的 形式 出 发 ， 要 应 用 最 大 值 原 理 证 
明 格 式 的 稳定 性 就 要 困难 得 多 . 
另 一 种 由 俄罗斯 学 者 提出 并 倍加 推崇 的 方法 是 局 部 一 维 (LOD) 格式 ， 这 类 格式 每 次 
1 D'yakonov, E.G. (1964), Difference schemes of second order accuracy with a splitting operator for parabolic 
equations without mixed partial derivatives, Zh. Vychisl. Mat. i Mat. Fiz., 4, 935-41. 


2 Douglas, J. Jr and Rachford, H.H. Jr (1956), On the numerical solution of the heat conduction problems in 
two and three variables, Trans. Amer. Math. Soc. 82, 421-39. 
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只 处 理 一 个 变 基 . 把 这 种 思想 与 Crank-Nicolson 格式 结合 ， 并 引入 两 个 中 间 时 间 步 ， 就 得 
到 | 


1 1 

(1 一 5H26;)U"** = (1+ zHzðz)U", (3.25a) 
1 oe 1 . 

(Ls /vby)U = (1+ 5 Hysy)U"* (3.25b) 
1 1 

i= 了 Hz6z)D H = (1+ zez) U". (3.25c) 


由 于 这 些 中 间 值 与 原 微分 方程 毫 不 相 容 ， 处 理 其 边界 条 件 时 需要 特别 加 以 注意 . 例如 ， 
W Vr. Vet 为 由 (3.25) 式 的 二 维 等 价格 式 得 到 的 数值 解 ， 和 Peaceman-Rachford 格式 
(3.15) 式 做 比较 . 消去 V"+* 后 得 到 


(1 = FI)V™t = (1 + 31562)(1 — 544262) (L + 5102)V"™, (3.26) 
将 其 与 (3.13) 式 对 比 即 知 : 若 令 
V"*=(1-— S162)U", yet = (14 sl262)U", (3.27) 


W LOD 格式 就 等 价 于 Peaceman-Rachford 格式 . 充分 利用 这 一 关系 就 可 以 得 到 相当 不 错 
的 边界 条 件 . 


3.4 曲线 边界 


在 二 维 或 更 高 维 空间 ， 另 一 个 重要 的 新 问题 是 区 域 通常 更 加 复杂 . 在 一 维 时 只 需 考 
BARKE, 该 有 限 区 间 可 以 标准 化 为 [0, 1) 区 间 . 到 目前 为 止 ， 我 们 所 考虑 的 二 维 区 域 
仅 限于 [0, 1] 区间 的 自然 推广 ， 即 单位 正方 形 ; 而 一 般 的 二 维 区 域 会 有 曲线 边界 (curved 
boundary), 且 完 全 可 能 不 是 单 连通 的 . 一 个 简单 的 有 物理 背景 的 例子 就 是 上 面 有 一 个 圆 
洞 的 正方 形 平板 . 由 此 产生 的 一 些 困 难 主要 是 计算 上 的 ， 关 系 到 如 何 安排 运算 ， 例 如 ， 
在 一 般 的 区 域 上 给 出 一 个 正方 形 或 矩形 网 格 ， 则 各 网 格 线 上 的 网 格 点 数 就 不 尽 相同 ， 本 
书 不 考虑 这 类 问题 ,但 我 们 必须 讨论 如 何 将 边界 条 件 吸收 到 有 限 差分 方程 中 去 . 

我 们 以 图 3-6 所 示 的 问题 为 例 ， 9 是 以 单位 正方 形 四 条 边 和 圆心 在 (3, ,半径 为 
0.33 的 圆周 OQ 为 边界 的 区 域 ， 在 人 上 考虑 热传导 方程 

Ut = Ure + Uyy: (3.28) 


在 直线 z+y= 1 的 上 方 区 域 边界 的 两 个 直线 段 和 半圆 弧 上 ， 边 界 条 件 给 定 为 4=0. 在 


34 曲线 边界 457 


其 余 的 边界 上 ， 即 满足 z +y < 1 的 边界 上 ， 边 界 条 件 给 定 为 法 向 导数 为 零 ， 即 
uz,y,t)=0， 在 {z+y>1lnon 上 ， (3.29) 


= =0, 在 {e@+y< 1} nak. (3.30) 
除 位 于 东北 (NE) 和 西南 (SW) 两 角 附 近 的 两 个 对 称 小 区 域 之 外 ,初始 条 件 给 定 为 w(z,y,0) = 
0. 物理 上 这 个 问题 模拟 的 是 有 一 个 圆 洞 的 正方 形 平板 上 的 热流 ,平板 的 一 半边 界 上 温度 
维持 在 零度 ， 另 一 半边 界 是 绝热 的 (insulated); 初始 时 刻 ， 除 了 两 个 热点 之 外 ,平板 上 其 
他 点 的 温度 为 零度 . 

如 图 3-6 Pras, 正方 形 区 域 上 给 出 了 均匀 分 布 的 正方 形 网 格 ， 网 格 尺度 为 Ar = Ay = 
1/J. 在 该 网 格 的 许多 网 格 点 上 可 以 使 用 标准 的 差分 通 近 ,但 对 一 些 靠 近 边 界 的 点 就 需要 
使 用 特殊 的 公式 . 例如 点 P, 其 东西 两 侧 的 网 格 点 都 是 正常 的 网 格 点 ， 因 此 计算 62U 时 不 
会 有 什么 困难 ， 但 其 南 侧 的 网 格 点 却 在 圆圈 内 . 图 3-7 将 这 一 情形 作 了 局 部 放大 . 

我 们 需要 用 P, N 点 以 及 边界 上 B SH RRS uyy 的 近似 值 . 这 种 通 近 很 容易 
构造 ， 其 结果 是 标准 三 邻近 点 差分 公式 在 非 均 匀 分 布 网 格 点 上 的 推广 


有 许多 方法 可 以 推导 出 所 需 的 公式 ， 最 直接 的 方法 之 一 是 将 已 和 的 中 点 PL 以 及 


图 3-6 ”曲线 边界 的 模型 问题 
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PA B 的 中 点 P- 这 两 点 处 的 一 阶 偏 导数 近似 地 表示 为 
uN — Up up— ug Ou 
YN — YP ~ g PH ” YP—YB =a- ) 
由 于 这 两 个 中 点 间 的 距离 是 (yx 一 ys)/2, 所 以 有 所 需 的 近似 计算 公式 
~~ 2 UN— UP Up—UB 
ii YN — YB a —yp HP- 2) l om 
在 这 个 例子 中 yp 一 ys = Ay, 因此 存在 0<a<1 使 得 yp 一 ys = oby. 所 以 近似 计算 公式 
变 为 


2 


2 2 
WT Cat (Aye ® ~ aay)?” * a(a + 1y(Ay)? 9， 


(3.31b) 


类 似 地 ， 要 计算 Q 这 类 点 上 导数 uss 的 近似 值 ， 可 以 用 DD AR ak, TER 
需 的 近似 计算 公式 . 还 有 一 些 像 尺 点 这 样 的 点 ， 这 些 点 有 两 个 邻近 网 格 点 在 区 域 之 外 ， 
因此 z 和 yy 两 个 方向 的 导数 都 需要 做 特殊 处 理 . 


值得 指出 的 是 以 上 这 些 公式 与 利用 内 部 及 边界 点 向 虚拟 的 外 部 点 做 外 推 (extrapolat- 
ing) 后 ， 再 应 用 标准 差分 格式 得 到 的 公式 是 一 样 的 . 例如 ,利用 二 阶 外 推 公式 (quadratic 


extrapolation) 


a(l — ajun + 2ug — 2(1 — ao?)up 
a(a + 1) 


us = (3.32) 


就 可 以 得 到 (3.31b) 式 . 


3-7 曲线 边界 上 的 狄 利克 雷 边界 条 件 
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如 果 我 们 用 的 是 显 式 方法 ， 一 般 就 会 得 到 以 下 形式 的 差分 格式 
Une -Uns 2 
At (Ita Ar} "te a(l+a)(Ar) P 
2 ， 2 
“a+ Baye nt! + Bas Baye? 
2 2 
- (aa i rd Uris a) 


其 中 we 和 up 是 边界 上 的 给 定 值 ， 当时 间 步 长 At 不 太 大 时 ， 以 上 用 前 一 时 间 步 的 值 给 
出 的 Unt! 的 表达 式 保 持 了 一 个 重要 的 性 质 , 即 其 表达 式 中 各 项 的 系数 均 非 负 , 显 式 格式 
的 稳定 性 约束 与 标准 情形 类 似 ， 误差 分 析 也 没什么 两 样 . 但 对 时 间 步 的 约束 很 有 可 能 比 
是 矩形 边界 的 时 候 更 加 苛刻 了 ， 因 为 此 时 的 条 件 是 

2 (= 4 Hs <1, (3.34) 


而 a 和 6 都 是 小 于 1 的 数 ， 而且 可 能 会 很 小 . 例如 ， 对 正在 讨论 的 这 个 问题 ， 若 取 
Ag = Ay = 1/50, 则 允许 的 最 大 时 间 步 为 0.000 008, 而 对 无 洞 问 题 所 允许 的 最 大 时 间 步 为 
0.000 01, 可 见 差 别 不 大 . 但 是 ， 如 果 在 x 和 y 两 个 方向 上 同时 将 网 格 加 密 1 倍 ， 则 无 洞 
问题 所 允许 的 最 大 时 间 步 减 小 到 原来 的 1, 而 有 洞 问题 所 允许 的 最 大 时 间 步 长 则 减 小 到 
原来 的 ty, 变 成 了 ! 10-8. 这 类 问题 的 存在 要 求 我 们 使 用 隐 式 方法 ， 或 更 合适 的 网 格 斥 
度 ， 见 下 面 的 讨论 . 

边界 上 的 法 向 导数 可 以 做 类 似 的 处 理 ， 当 然 要 复杂 得 多 . 例如 ,在 图 3-8 中 , 假设 给 
ET B 点 的 外 法 向 导数 值 ，B 点 的 法 线 交 水 平 网 格 线 WPE 于 Z 点 ， 设 相应 线段 的 长 
度 为 

ZP=pAr, PB=aAy, BZ = gaAy, 
其 中 0<p<1,0<axg1,0<g<gVli+(Ar)?/(Ay)i. 法 向 导数 可 以 近似 地 表示 为 


~ a = g(B), (3.35) 
其 中 uz 的 值 可 以 由 uw 和 up 的 线性 插值 得 到 
uz = puw +(1—p)up. (3.36) 


如 前 所 述 ， 我 们 可 以 用 uw, up, ue 来 近似 计算 uzz, H us, up, up 来 近似 计算 uyy, W 
去 vB 和 uz 就 得 到 


1 原 书 中 为 10-7, 但 显然 0.000 008 x 1/800 = 1078. 
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图 3-8 曲线 边界 上 的 诺 伊 最 (Neumann) 条 件 


Urt! — Us Up —2UB+U}, 
At (Az)? 


1 , oe AE 
tiy)? (a “up + U3} 
UR-2UB+UR 1 

(Arp aco aUB + U) 

2 n n 
+ lat DA {pU + (1 — p)UB + qgpAy} 


1 = 1 2p wg 
(Az)? ES (ap YT ala + 1)(Avy) | 
2 n = 2(a +p) n 
tara s fo. + ala + (Av | Up 
— a _. 
alate ây? 
注意 在 该 表达 式 中 邻近 点 上 了 1 值 的 系数 再 次 均 为 正 数 ， 同 样 的 表达 式 也 可 以 体现 在 
Crank-Nicolson 格式 和 ADI 格式 中 ， 有 了 这 种 表达 式 ， 只 要 At 适当 的 小 ， 最 大 值 原理 就 
成 立 . 将 (3.37) 式 右 端 写 成 利用 Un 值 计 算 的 标准 格式 ， 并 由 此 推出 Un 的 外 推 公式 ， 我 
们 就 会 发 现 该 格式 与 先 用 外 推算 出 Un 再 用 标准 格式 计算 是 等 价 的 . 
各 种 形式 的 ADI 方法 在 这 方面 几乎 相同 ， 在 应 用 中 主要 的 区 别 在 于 计算 三 对 角 和 矩阵 
靠近 边界 的 元 素 时 所 需要 的 额外 的 计算 其 ， 另外， 这 些 矩 阵 的 大 小 是 不 一 样 的 . 
这 些 台 近 曲 线 边界 的 方法 给 出 的 截断 误差 阶 低 于 正常 内 点 处 的 截断 误差 阶 ， 特别 是 
在 需要 计算 法 向 导数 的 边界 点 上 . 恰 如 2.13 节 一 维 例子 所 示 ， 当 网 格 加 密 时 这 些 截断 误 


(3.37) 
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差 不 一 定 趋向 于 零 . 而 要 构造 具有 所 需 性 质 的 高 阶 逼 近 并 非 易 事 ,我们 前 面 仅 用 Up 和 
Uz 两 点 构造 了 最 简单 的 法 向 导数 近似 值 . 现 假设 将 B 点 的 法 线 延伸 到 图 3-8 PAY RA, 

其 中 ZR = (q/a)Ay. 则 该 法 向 导数 的 一 个 高 阶 近似 值 为 

Ou (1+ 2a)ug +a°ur —(1+a)*uz 
On (1+ a)qAy 
这 时 要 算 ur 的 插值 就 不 那么 简单 了 ， 而 且 uz 和 ur 的 系数 的 符号 相反 ， 所 得 到 的 格式 
不 满足 最 大 值 原理 . 看 来 除非 加 以 进一步 的 约束 ， 否 则 这 类 高 阶 格 式 在 应 用 中 很 有 可 能 
不 会 带 来 满意 的 效果 . 


图 3-9 到 图 3-12 显示 了 应 用 Peaceman-Rachford ADI 方法 得 到 的 典型 计算 结果 . 用 的 
是 z 和 yy 方 向 各 50 个 网 格 点 的 一 致 网 格 . 各 图 的 尺度 不 尽 相 同 ， 视 点 靠近 东北 (NE) 方 
向 ， 因 此 较 小 的 峰值 在 前 面 ; % 的 两 个 初始 峰值 向 整个 区 域 扩 散 ， 变 得 越 来 越 小 ， 每 个 
图 的 尺度 都 调 到 使 最 大 值 在 图 中 的 显示 高 度 都 相同 . u 的 实际 最 大 值 也 在 图 的 说 明 中 给 
出 . 计算 结果 清晰 地 显示 出 其 中 一 个 峰值 向 边界 外 扩散 ， 而 另 一 个 峰值 则 扩散 到 圆 孔 周 
围 ， 因 为 热流 不 能 穿 过 绝热 的 边界 . 最 终 热流 绕 过 圆 孔 从 另外 一 半边 界 传 出 . 在 图 3-11 
中 已 经 能 开始 看 到 这 一 点 ， 而 另 一 个 峰值 已 经 几乎 完全 消失 . 


gB = (3.38) 


m Ù 


y 


图 3-9 图 3-6 所 示 的 区 域 上 热流 计算 的 初始 值 ， 最 大 值 习 = 1 
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在 高 维 时 ， (3.1) 式 也 会 取 以 下 形式 


eĉ = V . (bVu — au) + cu +d, XER, (3.39) 
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3-11 以 图 3-9 为 初始 值 t = 0.02 时 的 数值 解 ， 最 大 值 U = 0.060 


其 中 所 有 的 系数 都 依赖 于 x 和 t, 对 非 线 性 问题 还 依赖 于 u. 8 可 能 不 再 是 盒 形 的 而 是 具 
有 十 分 复杂 形状 的 区 域 ， 边界 条 件 具 有 一 般 的 形式 

aou + a1Ou/ On = az, x € AQ, (3.40) 
其 中 98/6n 表示 沿 外 法 向 求 导 ， ao > 0, a > 0, ao +a, > 0. 如 第 1 章 所 述 ， 我 们 在 前 面 
着 重 讨论 的 方法 和 思想 对 更 一 般 的 问题 仍然 适用 . 这 里 我 们 仅 就 可 能 会 出 现 的 其 他 一 些 
困难 作 一 些 评注 . 

在 建立 差分 格式 时 通常 仍 选 用 规则 网 格 (regular mesh), 所 用 的 格式 与 前 面 所 讲 的 在 
本 质 上 也 是 一 样 的 ， 只 是 系数 在 局 部 取 值 . 主要 的 问题 出 在 曲线 边界 上 ， 这 时 边界 条 件 
必须 用 到 非 规 则 分 布 的 点 集 ; 由 此 引起 的 网 格 尺度 的 差异 和 系数 的 变化 就 更 突显 出 使 用 
隐 式 格式 的 必要 性 . 
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图 3-12 以 图 3-9 为 初始 值 t= 0.05 时 的 数值 解 ; 最 大 值 U = 0.038 


另 一 种 作法 是 选用 能 更 好 地 反映 边界 的 非 规则 网 格 (irregular mesh). 求解 (2.156) 式 
的 圆柱 对 称 格式 的 技巧 可 以 推广 到 弯曲 边界 ， 一 族 弯曲 的 坐标 曲线 大 致 平行 于 边界 ， 田 
一 族 则 大 致 垂直 于 边界 ， 这 就 导出 了 所 谓 “边界 - 匹配 网 格 (boundary-fitted mesh) ”和 有 
限 体 积 法 .还 有 一 种 作法 是 采用 完全 非 结 构 的 三 角形 网 格 和 有 限 元 方法 . 这 两 种 做 法 都 
超出 了 本 书 的 范围 ， 不 过 第 4 章 和 第 5 章 将 会 讨论 有 限 体积 法 ， 第 6 章 将 会 讨论 有 限 元 
方法 . 


我 们 所 讨论 的 格式 都 是 两 时 间 层 格式 ， 在 大 规模 问题 的 计算 中 这 类 格式 的 优越 性 体 
现在 其 所 需 计算 机 存储 空间 最 小 ， 大 多 数 格 式 所 占 的 存储 空间 比 单个 时 间 层 上 U 所 占 的 
存储 空间 大 不 了 多 少 . 求解 矩形 网 格 上 的 差分 方程 可 以 应 用 ADI 或 LOD 方法 ， 只 需 反 
复 调用 三 对 角 方程 解法 器 . 当然 ， 为 了 得 到 精确 的 边界 条 件 ， 我 们 仍 需 在 边界 上 做 些 调 
整 , 特别 是 在 内 凹 的 角 点 处 . 以 上 都 假设 方程 是 线性 的 ， 当 方程 的 非 线性 不 太 强 时 ， 可 将 
前 一 时 间 层 线性 化 ， 这 样 仍 可 以 使 用 隐 式 格式 计算 ， 并 且 仍 有 望 达 到 合理 的 精度 . 到 目 
前 为 止 ， 除 非 在 常 系数 线性 格式 、 一 致 网 格 的 矩形 区 域 和 周期 边界 条 件 等 条 件 下 ， 我 们 
无 法 利用 完全 的 傅 里 叶 分 析 方 法 研究 算法 的 分 析 性 质 . 不 过 ， 可 以 证 明 由 局 部 健 里 叶 分 
析 得 到 的 稳定 性 条 件 仍然 是 必要 条 件 ， 本 质 上 这 是 因为 在 各 种 情形 下 最 不 稳定 的 波 型 都 
是 高 频 的 ， 因 而 是 局 部 增长 的 ， 对 线性 问题 ， 先 将 差分 方程 的 系数 在 局 部 取 定 为 常数 ， 
然后 代入 傅 里 叶 波 型 算出 不 稳定 的 解 ， 对 非 线 性 问题 ， 可 以 对 线性 化 的 问题 做 同样 的 分 
析 . 第 5 章 中 我 们 将 进一步 讨论 有 关 问 题 . 

对 于 线性 问题 ,证 明 收敛 性 的 最 得 力 的 工具 是 最 大 值 原理 ， 只 要 正确 地 选择 了 差分 
格式 ， 这 一 点 对 边界 条 件 含有 导数 的 问题 尤为 重要 ， 则 最 大 值 原理 依然 成 立 . 不 过 ， 必 
须 注意 ， 在 证 明 收敛 性 时 所 需 的 条 件 和 证 实 会 出 现 不 稳定 现象 时 所 需 的 条 件 之 间 一 般 会 
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存在 缺口 . 这 一 点 当 边界 条 件 为 一 般 含 导 数 项 的 边界 条 件 ， 且 边界 为 弯曲 的 情况 时 尤为 
突出 ,特别 地 ， 对 于 这 类 问题 ， ADI 方法 的 分 析 变 得 更 加 复杂 . 到 目前 为 止 ， 我 们 所 依 
赖 的 是 以 下 因 式 分 解 等 式 : 

1 


1 ,2 1 2 2 1 ,2 
(1 -3/67)(1 — Hby)D = (1 — Soy dy) — F467)U . 


该 等 式 之 所 以 成 立 是 因为 两 个 微分 算 子 是 可 交换 的 . 在 边界 附近 的 非 规则 分 布 的 一 组 网 
格 点 上 ， 这 种 因 式 分 解 只 是 近似 的 成 立 ， 而 且 两 种 不 同 咕 序 的 因 式 分 解 所 产生 的 余 项 是 
不 同 的 . 因此 ， 尽 管 前 面 我 们 曾 通 过 人 很 里 叶 分 析 得 到 这 类 方法 的 重要 性 质 ， 但 在 这 里 传 
里 叶 分 析 的 方法 不 再 适用 . 


在 过 去 的 二 三 十 年 中 ， 正 如 在 第 7 章 中 将 要 讨论 的 ， 求解 大 型 代数 方程 组 的 方法 和 
软件 取得 了 巨大 的 进展 ， 尤 其 是 继 Brandt’ 工作 之 后 多 重 网 格 法 (multigrid method) 的 发 
展 . 这 些 进 展 为 用 隐 式 格式 求解 抛物 型 问题 提供 了 一 个 新 的 视角 ， 即 只 需 依 次 求解 一 系 
列 的 椭圆 问题 ， 并 由 前 一 时 间 步 提供 所 需 数 据 . 因此 本 章 的 问题 也 可 以 用 第 6 章 和 第 7 
章 所 讲 的 方法 求解 . 这 时 ADI 方法 和 LOD 方法 在 作为 代数 解法 器 的 预 条 件 方面 基本 上 
不 起 作用 ， 或 只 起 十 分 次 要 的 作用 . 如 果 用 有 限 元 方法 ， 则 意味 着 变 分 原理 将 为 算法 提 
供 分 析 框 架 . 


到 目前 为 止 ， 我 们 还 没有 讨论 过 形 如 (3.39) 式 方程 的 特点 . 方程 中 含 a 的 项 是 对 流 
项 ， 与 主 项 的 扩散 作用 相 比 ， 该 项 的 引入 常常 降低 了 系统 的 稳定 性 ， 这 点 我 们 将 在 后 面 
两 章 及 6.8 节 中 进行 研究 . 我 们 假设 了 扩散 项 的 系数 "为 标量 ,这 也 部 分 地 说 明了 为 什么 
那么 多 的 方法 和 分 析 能 够 容易 地 进行 推广 . 我 们 可 以 引入 对 角 张 量 ， 从 而 使 沿 各 坐标 方 
向 的 扩散 系数 互 不 相同 ， 而 且 这 也 不 会 带 来 多 大 变化 ; 不 过 在 实际 应 用 中 这 种 各 向 异性 
不 太 可 能 恰巧 与 所 选 的 坐标 轴 很 好 地 吻合 ， 因 为 各 向 异性 反映 的 是 真实 的 ， 比 如 在 成 层 
岩 中 的 物理 效果 . 因此 扩散 张 量 有 非 对 角 项 ， 这 时 方程 就 会 有 混合 二 阶 导数 项 ， 从 而 一 
般 可 表示 为 
eut = blttuzz + 2b12Ury + b22Uyy 一 Glauz — azUy + cu + d, (3.41) 
这 样 一 来 二 维 差 分 格式 就 会 用 到 9 个 而 不 是 原来 的 5 个 点 ， 而 三 维 差分 格式 就 会 用 到 27 
个 点 . 
这 会 带 来 极 大 的 困难 ， 深 入 讨论 这 一 问题 超出 了 本 书 的 范围 ， 我们 在 此 仅 就 九 点 差 
分 格式 作 些 评注 . 假设 在 正方 形 网 格 上 用 差 商 AozAoyU/(Az)? 通 近 混合 导数 uzy, 其 结果 
是 在 东北 (NE) 、 西 北 (NW) 、 东 南 (SE) 或 西南 (SW)( 图 3-7 和 图 3-8 中 的 指南 针 记号 ) 诸 
点 中 总 会 有 一 点 的 系数 是 负 的 ， 因 而 造成 无 法 应 用 最 大 值 原理 . 不 过 ， use 和 uyy 可 以 
用 对 角 二 阶 差分 逼近 ， 这 会 使 这 些 系数 成 为 正 值 . 例如 ， 若 dir > boo, 则 可 以 用 两 个 对 角 


1 Brandt, A. (1977) Multilevel adaptive solutions to boundary-value problems. Math. Comp. 31, 333-90. 
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方向 的 二 阶 差分 近似 计算 bz2(uzz + Uyy), 于 是 得 到 的 正 数 为 bzz/2(Az)”. 如 果 bz > |b12l， 
这 就 保证 了 最 大 值 原理 成 立 . 不 过 要 注意 ,这 并 不 总 是 可 行 的 ， 因 为 只 要 bib > biz W 
(3.41) 式 中 的 算 子 就 是 椭圆 型 的 . 这 说 明 实 际 中 最 困难 的 情况 是 某 方向 的 扩散 系数 比 其 
他 方向 的 大 得 多 . 


文献 注 记 与 推荐 读物 


第 2 章 所 推荐 的 进一步 阅读 的 文献 也 完全 适用 于 本 章 ， 同样 适用 于 本 章 的 还 有 第 6 
章 中 为 椭圆 型 问题 第 7 章 中 为 求解 由 椭圆 型 问题 离散 化 得 到 的 线性 代数 方程 组 所 推荐 
的 大 部 分 读物 . 


Mitchell 和 Griffiths (1980) 的 书 中 详尽 地 讨论 了 ADI 及 相关 的 方法 ; Yanenko (1971) 
的 书 中 相当 全 面 地 介绍 了 俄罗斯 作者 们 对 该 领域 的 许多 贡献 . 
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3.1 ”证明 对 于 方程 wi = b(uzz 十 Uyy) 的 解 ， 其 中 b= b(z, y) > 0, 显 式 格 式 


We 
At (Az)? © (Ay)? 


的 截断 误差 主 项 为 


1 1 
T” = 人 tutt 一 12? (Az)? uszze + (Ay) uyyyy] š 


HEEK [0, X] x [0, Y] 的 边界 的 所 有 点 上 ， t > 0, u(z,y,t) 的 值 为 已 知 ， 设 
问题 的 解 充分 光滑 ， 证 明 当 bAt[(Az)-2 + (Ay)~?] < ， 误 差 上 界 在 0 < t < te 的 范围 内 
满足 估计 式 


[Ur, —u(zr,ys,tn)| < te {Eau + = [(Ax)? M2 + (av? Ms] | i 
并 确认 常数 Mi, Mo 和 M3. 
3.2 ”证 明 Peaceman-Rachford ADI 方法 关于 方程 ut = Vu 的 截断 误差 主 项 为 
Pa = (At)? È Uttt — 5 (uzat + Uyytt) + usen 


-5 [(Az)* usses + (Ay)*tyyyy] 7 


如 果 引 入 扩散 系数 变量 b, 上 式 会 有 什么 变化 ? 


3.3 


3.4 


3.5 


3.6 
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证 明 三 维 热传导 方程 Ut = Urr + Uyy + Uzz 的 Douglas-Rachford 格式 


(1—prdz)U"** = (1+ pyby + 262)U", 
ü pyd2)Untlee = Untl* _ jyd2U™, 
(1 —p.62)U"+! = UH ,62U" 
在 盒 形 区 域 上 是 无 条 件 稳定 的 . 


设 在 有 曲线 边界 的 二 维 区 域 上 ， 用 显 式 方法 在 一 致 网 格 上 求解 热传导 方程 Wt = Urr + Uyy, RE 
所 有 边界 点 上 给 定 狄 利克 雷 边 界 条 件 . 在 邻近 边界 的 节点 上 格式 被 修正 为 
Unt! 一 Un。 2 2 2 


一 n n n 
At —  (1+a)(Az)? [le 二 a(l + a)(Az)? Ua (1+ B)(Ay)? Ur s+ 


| ee an 
BO +A)? P \a(Az)? © B(Ay)? ) "2 
其 中 已 和 万 是 邻近 (zr, ys) 的 边界 点 ， 它 们 到 (Tr, ys) 点 的 距离 分 别 为 cAz 和 BAy. RK 
出 在 该 点 上 截断 误差 的 主 项 ， 站 a 
|Trs| ST := FAtMu + =(AzMaaz + AyMyyy) tiz (Az)? Mzzzz + (Ay)? Myyyyl. 


试 叙述 最 大 值 原 理 成 立时 要 求 At 满足 的 约束 条 件 ， eee 数值 解 在 0<t< te 
范围 内 的 误差 界 为 trT. 


设 在 正方 形 区 域 0 入 Z 和 1,0 和 yy 芝 1 上 ,用 显 式 方法 在 一 致 网 格 上 求解 热传导 方程 ut = 
Urr 十 Uyy 设 在 正方 形 的 x = 0 的 边 上 给 定 边界 条 件 ur = 0, 设 在 其 余 边界 点 上 给 定 狄 利克 雷 
边界 条 件 . 设 在 z = 0 的 网 格 点 旁 又 增加 了 一 列 c= -Ar 的 网 格 点 ， 而 相应 的 额外 增加 出 来 的 
末 知 量 UI 。 可 利用 边界 条 件 消去 . 这 样 处 理 后 ， 在 x = 0 的 边界 上 格式 就 变 为 
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Uos Bi US. 8 


— n 2 
At Aap mong (UT. 8 — Up's) 十 The )? ree 
i 
Tos = >At Utt 一 一 = [(A2)? Uzerr + (Ay) ol 一 TNS 


PE A ace 数值 解 的 误差 满足 
en, = UR, — u(tr, Ys, tn) = O(At) + O(Az) + O((Ay)’). 


设 在 正方 形 一 致 网 格 上 ， 用 基于 Crank-Nicolson 格式 的 分 数 步 方 法 求解 矩形 区 域 上 的 扩散 方程 
ut = bV?u. 证 明 当 b 为 常数 时 ， Peaceman-Rachford ADI 方法 完全 等 价 于 LOD 方法 


1 n 1 n 
(1—Spdy)v"t# = (1+ 5u) V", 


0 — Sp62)V™t! = (1+ u)v", 
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其 中 4 = bAt/(Az)?. 4 b X (x,y) 的 函数 时 ， 记 U” 为 ADI 格式 算出 的 数值 解 ， + V? = 
(1 — 4662)U®, 证 明 两 种 格式 仍然 是 相互 关联 的 ， 并 找 出 在 整 时 间 步 和 中 间 步 处 U 和 TY 之 间 的 
关系 . 


第 4 章 一 维 双 曲 型 方程 


4.1 特征 线 方法 
线性 对 流 方 程 


= t+a— =0, (4.1) 
肯定 是 最 简单 的 偏 微分 方程 了 . 但 在 固定 的 (z,t) 网 格 上 很 好 地 逼近 其 解 并 非 易 事 ， 现 在 
这 仍 是 许多 数值 分 析 文 献 热烈 讨论 的 对 象 . 正如 所 知 ， 线 性 对 流 方程 是 双 曲 型 方程 ， 有 


一 族 特征 线 (characteristics), u 沿 着 每 条 特征 线 都 是 常数 ， 由 此 可 以 求 出 其 精确 解 . 而 
特征 线 是 常 微分 方程 


dz 
a(z,t), (4.2a) 


的 解 ， 沿 每 条 特征 曲线 ， w(z,t) 满足 
du Ou Oudz 
ri A T SA 
因此 ， 由 初始 条 件 
u(z,0) = u°(z), (4.3) 


其 中 心 (z) 为 已 知 函数 ， 我 们 可 以 这 样 来 构造 方程 的 近似 解 : 如 图 4-1 所 示 ， 选 取 一 组 适 


rg Ti T3 T3 T4 Ts T 


图 4-1 方程 wt +alz, tjus = 0 的 几 条 典型 的 特征 线 
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当 的 点 zo,zl,…， 求 解 带 有 初始 条 件 z(0) = zi 的 常 微分 方程 (4.2a) 的 数值 解 ， 得 到 通过 
点 (zj;,0) 的 特征 线 ， 在 这 些 特征 线 上 令 ule, t) = wo(zi) . 这 即 所 谓 的 特征 线 方 法 (method 
of characteristics). 注意 对 于 该 线性 问题 ， al(z,t) 是 已 知 函 数 ， 因 此 只 要 a KP cM 
WER, ATF t 连续 ， 特 征 线 就 不 会 相交 . 
E a 是 常数 , 特征 线 方 法 将 十 分 简单 . 因为 此 时 特征 线 是 一 族 平行 直线 z-otf = 常数 ， 
解 可 简单 地 表示 为 
u(z.t) = u°(a — at). (4.4a) 


对 非 线性 问题 ， 若 a 仅 是 4 的 函数 ， 即 a= alu), WHF u 沿 着 每 条 特征 线 为 常数 ， 特 征 
线 将 仍 是 直线 ， 但 这 些 直线 不 再 平行 ， 因 此 我 们 仍然 可 以 把 解 表 示 为 如 下 形式 
u(x,t) = u? (zx — a(u(z, t))t), (4.4b) 
不 过 到 了 某 个 时 刻 ， 特 征 线 开始 出 现 缠绕 或 相交 时 ， 上 述 形式 的 解 就 不 再 正确 (参见 第 
4.6 4%) . i 
在 任何 发 展 和 研究 双 曲 型 方程 或 方程 组 的 数值 方法 时 ， 特 征 线 是 至 关 重 要 的 ， 下 面 
我 们 会 经 常 提 到 它 . 我 们 将 会 考虑 以 下 形式 的 守恒 律 方程 组 (Systems of conservation laws) 
au , af) 
Ot Oz 
HH u = ulz, t) 是 向 量 值 未 知 函 数 ，f(u) 是 向 量 值 通 量 函数 (flux function) . 例如 ， 若 
u 有 两 个 分 其 u Mov, 有 两 个 分 量 f(w,v) 和 guv), W (4.5) 式 的 分 基 形 式 可 表示 为 


= 0， (4.5) 


Ou ô 

-一 一 一 一 — 4. 

; + zf (v) 0, (4.6a) 
Ov 0 

— + — = 4.6b 
Z + 5-9(u,v) = 0, (4.6b) 


或 写成 矩阵 形式 


of of Ou 0 

+| Gu ov Or | = (4.7) 
dg ðs f| æ] |, 
ðu Ov Or 


若 由 的 偏 导数 定义 雅 可 比 矩阵 


22 Ie 


A(u) := a (4.8) 


则 方程 组 亦 可 表示 为 
u: + A(u)u,z = 0, (4.9) 


其 特征 速度 (characteristic speed) 是 A 的 特征 值 . 车 4 的 特征 值 都 是 实数 且 其 所 有 特征 向 
其 张 成 整个 欧 氏 空间 ， 则 称 此 方程 组 为 双 曲 型 的 . 记 A AE A Ad YT fA E RE, 
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S = S(u) 为 左 特征 向 基 组 成 的 窍 阵 ， 于 是 


SA= AS. (4.10) 
在 方程 (4.9) 着 端 左 乘 官 阵 9 ， 得 到 方程 组 的 正规 特征 形式 (characteristic normal form) 
Su; + ASu; = 0, (4.11) 


若 存 在 RY TE FT (Riemann invariant) r= r(u) ， 即 满足 r = Su, 和 rz = Su, 的 向 基 ， 
则 上 述 方程 组 可 表示 为 

ri + Ar, = 0, (4.12) 
这 是 标 基 方程 的 直接 推广 ， 而 标 基 方程 的 解 可 由 (4.4b) 给 出 ,但 这 里 A 的 分 基 一 般 依 赖 
于 r 的 所 有 分 基 ， 故 特征 线 一 般 为 曲线 ， 另外， 虽然 对 两 个 方程 组 成 的 方程 组 总 可 定义 
其 黎 曼 不 变量 ， 但 对 更 多 方程 的 方程 组 ， 有 时 其 黎 曼 不 变量 并 不 存在 . 

为 了 对 (4.5) 这 类 特征 速度 依赖 于 解 的 问题 应 用 特征 线 方法 ,我 们 必须 联 立 求解 特征 
线 方 程 及 微分 方程 的 正规 特征 形式 (4.11), 一 步 步 向 前 计算 . 这 显然 是 十 分 复杂 的 过 程 ， 
但 该 方法 却 或 许 是 数值 求解 此 类 方程 组 的 最 精确 的 方法 . 

二 维 双 曲 方程 的 特征 曲面 和 解 的 形式 极其 繁杂 多 样 ， 直 接应 用 特征 线 方法 将 变 得 异 
HE. 因此 ， 尽 管 本 章 只 考虑 一 维 问 题 ， 为 了 与 第 1 章 所 给 出 的 总 体 思路 相 一 致 ， 我 
们 不 再 对 特征 线 方法 做 更 详细 的 讨论 . 我 们 将 仅 考虑 在 固定 的 空间 网 格 上 设计 的 数值 方 
法 ， 时 间 步 的 长 度 在 不 同 的 时 间 步 可 以 不 同 ， 但 在 所 有 空间 点 上 同一 时 间 步 的 步 长 必须 
一 致 .下 面 先 讨论 均匀 网 格 上 的 显 式 方法 . 


4.2 CFL 条 件 


在 1928 年 的 一 篇 关于 偏 微分 方程 差分 方法 的 重要 论文 ! 中，Courant ， Friedrichs 和 
Lewy 提出 了 通过 依赖 区 域 (domain of dependence) 的 概念 判断 差分 方法 收敛 性 的 一 个 必 
要 条 件 ， 这 就 是 著名 的 CFL 条 件 (CFL condition). 先 考虑 最 简单 的 模型 问题 (4.1) , 这 里 a 
是 正常 数 ， 正 如 所 知 ， 其 解 是 wu(z,t) = ur?(z 一 at) ， 其 中 uw 是 初始 条 件 . 沿 经 过 点 (jtn) 
的 特征 线 找到 其 与 初始 直线 的 交点 Q 三 (zj 一 atn,0) ， 由 此 可 得 到 点 (zj,tn) 处 的 解 ( 见 图 
4-2). 

现 假定 我 们 采用 显 式 格式 

n+l _ gn npn 
A ei a U; jg nd = = 0. (4.13) 
来 计算 有 限 差分 逼近 值 ， 那 么 可 以 计算 新 的 时 间 层 上 的 值 如 下 


1 Courant, R.,Friedrichs, K.O. and Lewy, H. (1928), Uber die partiellen Differenzengleichungen der mathema- 
tischen Physik, Math. Ann. 100, 32-74. 
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Ut = Uj- <u —U?4) 
= (1—v)UP+vU7.,, (4.14) 
其 中 
v= t (4.15) 


UPH 的 值 依赖 于 U 在 前 一 时 间 层 两 点 上 的 值 ， 而 这 两 点 的 值 又 分 别 依赖 于 如 -1 时 间 层 


图 4-2 典型 的 依赖 区 域 


上 某 两 点 的 值 ， 依 此 类 推 . 如 图 4-2 所 示 , 值 UP) 由 以 (zita) 为 顶点 的 一 个 三 角形 中 
节点 上 的 值 决定 ， 并 最 终 由 初始 直线 上 的 点 

ae Tee reer et 
上 的 值 所 决定 ， 对 于 非 齐 次 方程 ， 要 用 源 项 An 代替 (4.13) 右 端的 零 ， 此 时 UH 依赖 于 
三 角形 中 所 有 点 的 值 . 这 个 三 角形 就 叫 作 该 格式 关于 U 或 者 点 (Ejtan) 的 依赖 区 
域 (domain of dependence) . 


微分 方程 在 (zj,tn+1) 点 的 依赖 区 域 是 指 特征 曲线 从 该 点 返回 到 初始 直线 的 轨迹 ， 这 
是 因为 对 于 非 齐 次 方程 w + auz =h, AHH h(zx,t) 要 在 包括 初始 时 刻 点 2 = 2; 一 atn+l 
在 内 的 整 条 特征 曲线 上 取 值 . CFL 条 件 就 是 指 ， 为 保证 格式 收敛 ， 偏 微分 方程 的 依赖 区 
域 必 须 包 含 在 数值 格式 的 依赖 区 域内 . 

图 4-3 显示 了 两 种 不 满足 CFL 条 件 的 情形 . 两 条 特征 线 PQ 和 PR 都 处 在 格式 的 三 
角形 依赖 区 域外 . 在 保持 网 格 比 At/Az 不 变 的 情况 下 加 密 网 格 ， 三 角形 依赖 区 域 将 保持 
KE. 若 改变 初始 直线 上 = 0 上 Q 点 的 一 个 小 邻 域内 的 初始 条 件 , 由 于 方程 的 解 沿 特征 线 
是 常数 ， 微 分 方程 在 处 的 解 就 要 相应 改变 . 但 由 于 用 来 计算 数值 解 的 数据 没有 改变 ， 
因此 已 点 的 数值 解 就 不 会 改变 . 这 样 ， 已 点 的 数值 解 就 不 可 能 收敛 到 所 需 的 结果 . 当 特 
(LAW RP 时 ， 可 做 类 似 的 讨论 . 
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图 4-3 违背 CFL 条 件 的 情形 


通过 这 个 例子 的 CFL 条 件 ， 可 以 看 出 当 a < 0 时 ,该 微分 方程 的 特征 线形 如 RP, 
上 述 格式 不 可 能 收 敏 . 当 a > 0 时 , 特征 线 必须 落 在 三 角形 依赖 区 域内 ,这 就 给 出 了 时 间 
步 大 小 的 一 个 约束 ， 即 aAt/Ar <1. 

这 样 得 到 的 CFL 条 件 可 视 为 差分 格式 稳定 性 的 一 个 必要 和 条件， 与 第 2 章 中 抛物 型 方 
程 显 式 格式 的 稳定 性 条 件 有 点 相似 ， 而 显然 该 条 件 对 于 变 系 数 的 方程 甚至 非 线性 方程 都 
可 以 应 用 . 然而 它 仅 是 个 必要 (necessary) 条 件 . 一 般 地 ，CFL 条 件 并 不 是 稳定 性 的 充分 
条 件 ， 通 过 以 后 的 例子 可 看 出 这 一 点 ._ CFL 条 件 的 最 大 优点 是 其 简单 性 ， 通 过 它 只 需 稍 
稍 考察 就 可 否定 很 多 差分 格式 . 而 对 满足 CFL 条 件 的 格式 ， 则 还 需 用 保证 稳定 性 的 某 种 
检验 法 进一步 考察 其 细节 . 

假定 现在 用 一 个 较 一 般 的 显 式 格式 近似 对 流 方程 (4.1) ， 其 中 只 用 到 上 一 时 间 层 的 
三 个 对 称 分 布 的 点 ， 如 图 44 所 示 ; 此 时 CFL 条 件 为 

lalAt < Az, (4.16) 

H PK v := |alAt/Az 为 CFL 数 (CFL number) . 


当 a > 0 时 , 为 得 到 UN 必须 用 到 UP, 和 UF; 当 a < 0 时, 必须 用 到 UP AUR, 


图 4-4 一般 的 三 点 格式 ， 标记 x 的 点 用 于 两 步 Lax-Wendroff 方法 
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为 同时 满足 这 两 个 要 求 ， 对 空间 导数 用 中 心 差 分 格式 逼近 ， 对 时 间 导 数 用 向 前 差分 格式 
通 近 ， 从 而 得 到 


J 


At 2Ar 
可 看 出 若 (4.16) ARZ, MER a 取 正 还 是 取 负 ， 格 式 都 满足 CFL AF. 


若 a 为 常数 ， 且 不 考虑 边界 条 件 的 影响 ， 则 可 像 第 2 章 中 抛物 型 方程 那样 用 傅 里 叶 
分 析 的 方法 来 考察 格式 的 稳定 性 . 傅 里 叶 波 型 


yer Un Ur,- Un 
0. (4.17) 


Ur = (Aye k(jAx) (4.18) 
满足 格式 (4.17) 的 条 件 是 ， 其 增长 因子 入 满足 
A = Ak) = 1 — (aAt/Az)i sinkAz. (4.19) 


因此 , 对 任意 的 网 格 比 ( 对 几乎 所 有 的 波 型 ) 都 有 | > 1 ， 从 而 在 保持 网 格 比 aAt/Az 不 
变 的 情况 下 ， 沿 任何 加 密 路 径 格式 都 是 不 稳定 的 . 注意 到 其 中 有 一 种 情况 是 : 对 于 最 高 
频 波 型 ， 此 时 kAz = 7 或 U x (-1) ， 振 幅 不 增 ; 但 对 于 满足 kAz = 37 或 Uj 取 一 列 值 
一 10,1,0,-1…. 的 波 型 ,在 向 右 移动 的 同时 其 模 将 每 步 增长 L+ (At /Ax)?|'/? 4%. 因 
此 ， 虽 然 中 心 差分 格式 满足 CFL 条 件 ， 但 它 却 不 稳定 . 这 就 证 实 了 以 前 的 说 法 ， 即 CFL 
条 件 是 稳定 性 的 必要 条 件 ， 但 不 充分 ， 

只 涉及 到 3 个 点 的 最 简单 而 紧凑 的 稳定 差分 格式 称 为 迎风 格式 (upwind scheme), 这 是 
HAH a 为 正 数 时 该 格式 在 空间 上 用 的 是 向 后 差分 ， 当 a 为 负数 时 用 的 是 向 前 差分 : 


Up -a2 AU}, Ha<0, 


J A 
Ur+ = re (4.20) 
U; — a7 4-20; G a> 0. 


若 a 不 是 常数 , 而 是 一 个 关于 z 和 t+ 上 的 函数 时 ,我 们 必须 明确 指定 (4.20) AF a AYA. 
当前 不 妨 假定 所 取 的 值 为 a(zj,tn) ， 在 不 产生 混淆 的 情况 下 可 多 去 上 下 标 仍 记 为 a, 并 与 
(4.15) 一 样 记 v = aAz/At. 

显然 ， 当 (4.16) 成 立时 , 迎风 格式 满足 CFL 条 件 ， 并 且 当 常数 a > 0 时 ,由 傅 里 叶 分 
析 可 得 增长 因子 为 

A = A(k) = 1 — (aAt/Az)(l — eitAr*)=1—v(l — e~it). (4.21) 
从 而 有 
IM(k)|?_ = [(1—v)+vcoskAz]? + [vsinkAz]? 

(1—v)? 4+ v? + 2v(1 — v) cos kâr 
= 1-—2v(1—v)(1 —coskAz), 
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即 
|A|? = 1 — 4v(1 — v) sin? SkA. (4.22) 


所 以 当 0<v < 1 时 ,对 所 有 的 上 都 有 | 和 | < 1. 当 a<0 时 ， 同 样 的 分 析 可 得 到 几乎 一 样 
的 增长 因子 Mk) ， 仅 需 将 其 中 的 a 替换 为 la| . 因此， 对 迎风 格式 来 说 。 CFL 条 件 给 出 
了 正确 的 稳定 性 界限 ， 与 (2.56) 引入 的 冯 诺 伊 曙 条件 相同 . 


4.3 迎风 格式 的 误差 分 析 


迎风 格式 (4.20) 也 可 写 为 

a | (1+v)U? -vUa Ha<0, 
: (l-v)UP+vUR,, Ha>o. 
对 之 可 作 如 下 理解 : 如 图 4-5 所 示 ， 当 a > 0 时 , 设 过 点 P= (zj,tn+1) 的 特征 线 与 前 -时 
间 层 的 直线 上 = 如 XTAQ, H CFL 条 件 可 知 其 必 落 在 点 A = (zj,tn) 和 B= (zj-1,tn) 
之 间 ， 又 由 于 精确 解 u(z,t) 沿 特征 线 是 常数 ， 故 u(P) = uQ). 若 已 知 时 间 层 如 上 所 有 节 
点 的 数值 解 ， 则 可 通过 插值 求 出 u(Q) ， 并 由 此 确定 所 求 的 值 7 ” ， 假 定 所 用 的 是 线性 
插值 ， 即 通过 AB 点 上 的 数值 解构 造 一 个 关于 z 的 线性 函数 来 逼近 wz, 如 ) ， 当 a 为 常数 
Bt, (4.23) 式 的 右 端 止 是 精确 线性 插值 ， 因 为 此 时 AQ = vAr, QB = (1 一 v)Az; 当 a 是 光 
滑 函数 时 ， 它 也 是 一 个 好 的 近似 . 


(4.23) 


4-5 通过 线性 插值 或 二 次 择 值 构造 差分 格式 


又 注意 到 对 于 格式 (4.23) ， 若 在 所 有 网 格 节点 上 都 有 |v| < 1 ， 则 该 格式 中 的 系数 均 
为 非 负 ， 从 而 最 大 值 原理 成 立 ， 由 此 可 以 得 到 线性 变 系数 问题 的 误差 界 ， 其 方法 与 前 面 
讨论 抛物 型 方程 时 相同 . 首先 需 仔细 考查 问题 所 在 的 区 域 ， 以 及 应 给 的 边界 篆 件 ， 尽 管 
有 时 物理 问题 定义 在 整 条 直线 上 , 但 对 于 所 有 的 x 值 , 数值 解 必须 局 限于 有 界 区 域 中 . 例 
如 ,假定 感 兴趣 的 区 域 是 0< z <X, MARMARA c=OM =X. 由 于 所 考查 的 是 一 
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阶 双 曲 型 微分 方程 ， 故 通常 只 需 一 个 边界 条 件 . 这 与 第 2 章 的 抛物 型 方程 有 着 本 质 的 区 
别 ， 当 时 必须 对 区 域 的 两 端 都 给 出 边界 条 件 . 通过 特征 线 的 方向 ， 可 以 看 出 : 车 在 z=0 
处 有 a>0， 则 需 给 出 ==0 上 的 边界 条 件 ; 若 在 z= 和 处 有 a<0， 则 需 给 出 z= 和 上 
的 边界 条 件 ; 而 当 a 在 各 处 的 符号 一 致 时 ， 则 只 需 一 个 边界 条 件 . 这 样 ， 为 得 到 微分 方 
程 在 某 点 PP 的 精确 解 ， 可 从 该 点 做 特征 线 , 该 特征 线 与 初始 直线 t= 0 相交, 或 者 与 已 给 
出 边界 条 件 的 边界 相交 ， 从 而 解 就 由 交点 的 值 确定 . 

为 简单 起 见 ， 先 假定 在 [0,X] x [0,tr] 上 恒 有 a > 0 ， 对 于 一 般 情形 以 后 再 考虑 . 按 通 
常 意义 定义 格式 的 截断 误差 ， 设 4 充分 光滑 ， 将 其 在 (zj,tn) 处 展开 得 


n+1 ,nn nn 
Tn = uj Uj ani 2 一 1 


_ At + As 


1 1 
~ [ur + 5At tue +]? + [alus ~ 3AT Uzs +) 
1 
= g (At ure ~ a AT usr) +. (4.24) 


即便 a 为 常数 ， 因 而 有 un = azuzz ， 我 们 仍然 得 到 


1 
T; = -a(1 — LV)aArTurrt...; 


因此 ， 该 格式 一 般 只 具有 一 阶 精度 . 假定 将 该 差分 格式 应 用 到 点 zi = joc 上 ,其 中 
j=1,2,...,J, HJAr=X, SEWRRE U8 =ul0,tn), BARB e? =U; — uf 满足 

est) = (1 —v)eF + vej — ALT}, (4.25) 
Het =0. 由 此 可 以 推出 ， 若 所 有 点 上 0 和 vs 和 1 均 成 立 ， 则 有 


E”+! := max |e"t?| < E” + Atmax|T?|. 
j j 


再 假定 截断 误差 有 界 ， 即 对 该 区 域 中 所 有 的 了 和 mn 有 


Th <7, (4.26) 
则 由 通常 的 归纳 方法 可 得 ， 当 U? = uw?(zj) 时 ， 
E” < nAtT < tpT. (4.27) 


由 此 即 可 证 明 ， 只 要 微分 方程 的 解 的 二 阶 导数 有 界 ， 则 沿 任何 满足 CEFL 条 件 的 网 格 加 密 
路 径 ， 迎 风格 式 具 有 一 阶 收敛 速度 . 
现在 考虑 一 般 情形 ， 即 在 各 节点 上 a 的 取 值 为 一 般 数 集 
{a} := a(xj,tn); J =(0,1,...,J}. 
显然 在 这 些 节点 上 成 立 一 个 与 (4.25) 类 似 的 方程 , Hap SOA j>0, Mi (4.25) 成 立 ; 着 
a” <OH 5 <J, JUG (4.25) 中 的 eri 替换 为 e+ 后 所 得 相应 的 迎风 方程 成 立 ， 对 于 其 
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他 情形 , 即 ag > 0 或 a3 < 0 时， 则 由 相应 流入 边界 条 件 知 ，e8+ = 0 eh = 0 成立. 
之 后 的 讨论 可 仿照 上 面 的 方法 进行 ， 则 仍 将 得 到 相似 的 结果 . 

在 第 2 章 中 曾 提 到 , 在 对 抛物 型 方程 做 分 析 时 , 若 给 定 的 条 件 中 函数 不 连续 或 者 其 导 
数 不 连 续 , 就 会 产生 困难 . 因为 如 果 区 域内 部 方程 的 解 的 导数 并 不 连续 ,就 难以 估计 此 导 
数 的 界 . 双 曲 型 方程 的 情形 却 非常 不 同 . 正如 所 知 , 模型 问题 的 解 沿 特征 线 保持 不 变 , 假 
定 初始 函数 u(x,0) = u(x) 的 一 阶 导 数 在 z=& 处 具有 跳跃 间断 ， 那 么 显然 解 wz, 在 过 
点 (&,0) 的 特征 线 上 也 具有 相似 的 间断 ， 且 该 间断 并 不 局 限 在 区 域 边界 上 . 这 样 的 处 处 满 
E (4.4b) 的 解 ， 在 间断 线 之 外 也 处 处 满足 微分 方程 ， 因 此 可 以 认为 它 定 义 了 微分 方程 的 
广义 解 (generalised solution) ， 以 区 别 于 处 处 都 满足 微分 方程 的 经 典 解 (classical solution). 
通过 这 种 方法 ， 确 实 可 以 对 初始 数据 la) 本 身 具 有 间断 的 情形 定义 一 个 解 . 

大 多 数 实际 问题 中 出 现 的 双 曲 型 方程 组 ， 往 往 涉 及 不 连续 情形 ， 或 者 初始 数据 不 连 
续 ， 或 者 解 会 产生 新 的 不 连续 ， 对 于 这 种 问题 ， 上 述 的 全 局 截断 误差 及 最 大 模 误 差分 析 
方法 不 再 适用 ， 这 是 由 于 分 析 中 需 用 到 的 区 域内 解 的 导数 并 不 处 处 存在 . A a TR HE 
只 能 用 来 做 局 部 分 析 ， 且 在 任何 情况 下 ， 通 过 做 特征 线 ， 把 ult) 替换 为 特征 线 与 ta 时 
间 层 交点 上 的 值 uQ) 的 方法 ,在 做 局 部 误差 分 析 时 都 是 比较 可 取 的 . 为 分 析 某 种 方法 的 
整体 性 质 ， 或 者 把 不 同 的 方法 进行 比较 ， 比 较 令 人 满意 的 做 法 有 全 里 叶 分 析 ， 守 恒 性 质 
分 析 或 者 修正 方程 分 析 等 等 (可 参见 后 面 章节 内 容 ) . 


4.4 迎风 格式 的 傅 里 叶 分 析 


由 于 双 曲 型 方程 常用 来 描述 波 的 传播 和 发 展 ， 故 傅 里 叶 分 析 对 于 研究 其 数值 方法 的 
精度 和 稳定 性 有 着 十 分 重要 的 作用 . 其 中 , 增长 因子 Xk) 的 模 描述 了 格式 中 波 的 衰减 
(damping) ， 而 其 辐 角 则 描述 了 格式 中 的 色散 (dispersion) ， 即 波 传播 的 速度 随 其 频率 变 
化 的 程度 ， 为 使 当前 的 分 析 严 格 起 见 ， 须 假定 a 是 ( 正 ) 常数 . 傅 里 叶 波 型 


u(x,t) = e (Rr +t) (4.28) 
是 微分 方程 (4.1) 的 精确 解 ， 只 要 w 和 上 大 满足 色散 关系 (dispersion relation) 
w = —ak. (4.29) 


该 波 型 完全 没有 耗 散 ， 其 振幅 为 常数 ;每 时 间 步 相位 改变 其 是 -akAt. SM, & 
(4.21) 成 立 , 则 相应 的 傅 里 叶 波 型 (4.18) 满足 迎风 格式 , 从 而 有 (4.22), 这 表明 , BRT v= 1 
的 特别 情况 外 ， 该 波 型 都 会 有 衰减 ， 数 值 波 型 的 相位 由 下 式 给 出 
vsin kâr | 


hn E 四 4.30 
(l1—v)+vcoskAz Sad 


arg A= —tan™! | 


我 们 需要 特别 考虑 kAz 较 小 时 的 情形 ， 因 为 正 是 这 些 波 型 可 在 网 格 上 得 到 较 好 的 通 近 . 
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为 了 讨论 迎风 格式 以 及 后 面 其 他 的 格式 ， 下 面 给 出 一 个 简单 的 引 理 : 


引 理 4.1. 着 当 p 一 0 时 ，g 能 展开 为 p 的 办 级 数 形式 
q ~ cip + cop” + csp* + capt +---, 
那么 有 


1 
tan™ g ~ clip 十 cap + (c3 — 3c + (c4 一 cicz)p +++: 


其 证 明 留 作 练 习 . 
现 将 (4.30) 展开 ， 并 应 用 上 面 引 理 ， 得 到 


argh ~ 一 tanrllx(E 一 6 十 …)(L 一 3v62 十 …) 


= 一 tan-1[xve 一 sv — 3v)é2 +---] 


一 VE[L — 50 —v)(1 — 2v)? +--+], (4.31) 


其 中 记 

E = kAz. (4.32) 
v 二 1 的 情形 显然 是 相当 特殊 的 ， 此 时 格式 给 出 了 精确 解 . 除 此 之 外 ,迎风 格式 总 具有 4 
Wik Z (amplitude error), H H (4.22) 式 可 知 ， 该 误差 在 每 一 时 间 步 是 &? 阶 的 ， 从 而 在 整 
体 上 是 & 阶 的 ; 又 由 (4.31) 式 可 知 ， 迎 风格 式 具 有 阶 的 相对 相位 误差 (relative phase 
error) ， 其 符号 依赖 于 v 的 值 ， 且 当 v = 3 时 ,该 项 误差 消失 . 在 第 4.11 节 中 将 对 振幅 误 
差 和 相对 相位 误差 做 更 详细 的 定义 和 更 多 的 解释 ， 并 对 不 同 格式 做 相应 的 比较 . 


图 4-6 展示 了 迎风 格式 的 一 些 结果 ， 考 虑 的 问题 是 求解 方程 


uz+a(z,t)u,; =0, r2>0,t20, (4.33a) 
其 中 
1 2 
a(t.) = Tra ATTA" Cen 
带 有 初始 条 件 
u(x,0) = | Alles a (4.34a) 
0, AM, 
和 边界 条 件 
u(0,t) = 0. (4.34b) 
上 述 问题 的 精确 解 是 


u(x,t) = a(z*,0), (4.35a) 
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T = 一 
d 2° 


由 于 a(z,t) < 1 ， 计 算 时 令 At = Az ， 这 显然 满足 CFL 稳定 性 条 件 . 此 方程 的 解 表示 一 


(4.35b) 


Ax = 0.02 Az =0.01 


在 t= 0 时 


在 t= 0.1 时 


在 t= 0.5 时 


在 t= 1 时 


图 4-6 用 迎风 格式 求解 线性 对 流 方程 ， 问题 (4.33),(4.34) 
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向 右 移 动 的 方形 脉冲 波 . 从 图 中 显然 可 以 看 出 ， 由 于 高 频 波 的 衰减 而 造成 脉冲 边缘 有 了 
实质 性 的 磨 光 ， 且 方 波 高 度 也 略 有 下 降 . 但 是 由 于 相位 误差 相当 小 ， 这 使 得 脉冲 按 差 不 
多 正确 的 速度 移动 ， 图 中 后 一 部 分 是 把 时 间 和 空间 步 长 减 半 后 所 得 的 结果 ， 虽然 仍 不 太 
令 人 满意 ， 但 其 精度 较 前 者 确实 有 了 提高 . 


4.5 Lax-Wendroff 格式 


实际 上 ， 迎 风格 式 的 相位 误差 比 许多 高 阶 格式 的 都 小 ,但 对 大 多 数 问题 来 说 ， 因 其 
造成 的 衰减 过 于 严重 而 不 可 取 . 这 时 ， 我 们 可 通过 高 阶 插值 得 到 更 精确 的 显 性 格式 ， 从 
图 4-5 中 可 以 看 出 我 们 是 如 何 使 用 线性 插值 近似 uQ) 而 导出 迎风 格式 的 . 仍 假 定 特 征 线 
是 斜率 为 v 的 直线 ， 现 在 用 三 点 ABA C 上 的 值 来 作 二 次 插值 ， 可 以 得 到 u(Q) 的 一 个 
更 精确 的 近似 值 . 由 此 便 得 到 Lax-Wendroff 格式 ， 它 在 本 学 科 中 有 着 极其 重要 的 地 位 ， 
最 早 在 1960 年 ， 其 创造 者 在 研究 双 曲 守恒 律 时 就 研究 并 应 用 了 该 格式 !. 其 形式 为 


UH = Suq 中 sul — VU (4.36) 
亦 可 写 为 
UPH! = UP — vAosU} + 57620. (4.37) 
由 通常 的 傅 里 叶 分 析 知 其 增长 因子 为 
Mk) = 1 —ivsinkAg — 21° sin? SkAz. (4.38) 
分 离 实 虚 部 ， 简 单 计 算得 
A|? = 1 — 4v?(1 — v?) sin* 5 Az (4.39) 
由 此 可 知 ， 当 |v| < 1 时 ， 即 在 满足 CFL 条 件 的 整个 范围 内 ， 格 式 是 稳定 的 . 还 可 得 到 
vsin kAz 


~ ~vétll— al 一 Z2)E2 十 .…]. (4.40) 


与 迎风 格式 相 比 ， 该 格式 虽然 仍 有 衰减 ， 这 是 因为 一 般 总 有 | 和 | < 1, 但 当 充分 小 
时 ,其 每 步 的 振幅 误差 是 E 阶 的 ,相对 于 迎风 格式 的 上 阶 有 了 本 质 的 提高 . 这 两 种 格式 
的 相对 相位 误差 都 是 &2 阶 的 ， 且 当 v ~ 0 时 二 者 是 渐 近 相等 的 ; 但 Lax-Wendroff 的 相对 
相位 误差 总 不 变 号 ( 对 应 于 一 种 相位 滞后 效应 )， 而 对 迎风 格式 来 说 ， 这 种 误差 在 v= 


1 Lax, P.D. and Wendroff, B.(1960), Systems of conservation laws, Comm. Pure and Appl. Math. 13, 217-37. 
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处 穿 过 零 值 . 尽管 如 此 ， Lax-Wendroff 格式 衰减 非常 小 所 带 来 的 好 处 ， 常 常 盖 过 了 其 相 
位 误差 较 大 的 负面 影响 . 

上 面 推导 Lax-Wendof 格式 时 ,假定 a 是 常数 . 为 处 理 线性 方程 (4.1) 中 a 是 变 基 的 
情形 ， 下 面 从 原始 的 求 导 数 的 角度 出 发 用 另 一 种 方法 重新 推导 之 . 首先 关于 变 基 t FER 
WRF, Bp 


u(x,t + At) = u(z,t) + At u(x,t) + (At)?un(z, t) + O((At)?). (4.41) 
然后 利用 原 微 分 方程 把 关于 t+ 的 导数 化 为 关于 z 的 导数 ， 即 
Ut = —4 Ux, (4.42a) 
Utt = —QtUz — A Uzt, | (4.42b) 
Uzt = Ute = —(AUz)z, (4.42c) 
由 此 得 
Utt = 一 Qtuz +a(Auz)z. (4.43) 


用 中 心 差分 格式 逼近 上 式 中 所 有 关于 z 的 导数 ， 便 得 到 格式 


AozL 1 AorU? 6,(a?d,U") 
ntl æ= U? ~ a®At—— + —(At)? |-—(a,)? j ,thm eke Rd 
U; Uş —afAt = 5 (At) | (at); = +a; (Az)? | . (4.44) 


该 格式 涉及 到 函数 alx, t) 在 点 z=zij 土 4Az 上 的 值 以 及 点 zj 上 a 和 at 的 值 ， 然 而 不 难 
看 出 ， 若 把 MoU? 的 系数 a? + LAt(a,)? 用 al’? BR, BATRA, 也 可 参见 下 面 
两 节 对 守恒 律 aus = fe 及 有 限 体 积 法 的 讨论 . 


图 4-7 是 用 该 格式 求解 问题 (4.33),(4.34) 所 得 的 结果 ， 前 面 为 检验 格式 的 性 能 ， 我 们 
也 曾 用 迎风 格式 在 相同 的 网 格 尺度 下 求解 过 此 问题 . 比较 图 4-6 和 图 4-7 中 的 结果 ， 可 以 
发 现在 保持 脉冲 高 度 和 宽度 方面 ， Lax-Wendroff 格式 比 迎风 格式 效果 要 好 得 多 ， 后 者 使 
得 方 波 散 开 得 很 厉害 ， 另 一 方面 ， 当 脉冲 向 右 传播 时 ， Lax-Wendroff 格式 算得 的 结果 在 
两 个 间断 后 面 产生 了 振 划 .也 可 看 出 减 小 网 格 步 长 Ac, 虽然 的 确 提 高 了 计算 结果 的 精 
E, 但 好 像 没 有 什么 可 以 体现 出 格式 误差 阶 Ar? 所 预言 的 倍数 4. 这 是 因为 截断 误差 分 
析 只 在 解 足够 光滑 的 问题 时 有 效 ， 而 该 问题 的 解 却 有 间断 .事实 上 对 于 该 问题 ， 迎 风格 
式 的 最 大 误差 是 O((Az)22) 阶 的 ， Lax-Wendrof 格式 最 大 误差 是 O((Az)*) 阶 的 ， 因 此 
网 格 步 长 减 小 时 误差 趋 于 零 的 速度 相当 缓慢 . 

图 4-7 中 之 所 以 产生 振荡 ， 是 因为 Lax-Wendroff 恪 式 不 满足 最 大 值 原理 . 从 (4.36) 可 
以 看 出 ， 当 v > 0 时， 由 于 稳定 性 又 要 求 v < 1， 从 而 Vi 的 系数 是 负 的 . 也 就 是 说 ， 
Ur, 由 上 一 时 间 层 的 三 个 值 加 权 平 均 得 到 ， 但 其 中 有 两 个 加 权 因 子 为 正 ， 有 一 个 为 负 ， 
因此 数值 解 就 可 能 产生 振荡 ， 即 产生 内 部 极 大 值 和 极 小 值 . 
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作为 有 光滑 解 的 问题 的 例子 ， 考 虑 同样 的 问题 (4.33 a,b) ， 但 把 初始 条 件 (4.34) 改 为 
u(x, 0) = exp[—10(4a — 1)?]. (4.45) 

结果 如 图 48 所 示 ， 与 前 面 类 似 ， 其 解 是 一 个 向 右 传播 的 脉冲 ， 但 该 脉冲 具有 光滑 的 高 
斯 形状 ， 而 非 不 连续 的 方 波形 状 . 在 同样 的 网 格 尺 寸 下 ， 结 果 要 精确 得 多 . 到 了 t=1 时 


刻 ， 脉 冲 左 端 仍 出 现 了 一 点 振荡 ， 但 比 起 不 连续 情形 时 要 小 得 多 ， 而 且 加 密 网 格 确实 减 
小 了 误差 ， 振荡 也 几乎 消失 了 . 


Ar = 0.02 Arx =0.01 
在 t= 0 时 
在 t 一 0.1 时 


在 t= 0.5 时 


AA 
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Az = 0.02 Ar =0.01 


人 


人 人 
A 
Q 


A 


在 t= 0.5 时 


图 4-8 ”Lax-Wendroff 方法 求解 线性 对 流 方程 ， 问 题 (4.33), 初始 条 件 (4.45) 
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在 实际 应 用 中 ， 双 曲 型 方程 常 以 如 下 形式 出 现 


ðu aflu) _ 


— ; 4.46 
Ot T Ox 人 ) 


© 
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上 式 也 可 写成 以 前 所 考察 的 形式 
Ut 十 au, = 0, (4.47) 


HH a=a(u)=Of/Ou. ARM (4.46) 推导 Lax-Wendroff 格式 是 很 方便 的 . BR, BRS 
不 依赖 于 zx 和 t, NE uA. 泰勒 展开 式 (4.41) 中 所 需 的 关于 t 的 导数 可 写 为 


ut = —( f (u))z (4.48a) 
以 及 
Utt = —fzt = —fetx 一 一 (aaut)z 一 (afr)z- (4.48b) 
如 前 所 做 ， 用 中 心 差 分 替代 关于 z 的 导数 ， 得 
A 2 
ust =up = ASU +5 (SE) UEU (4.49) 


显然 当 是 常数 ， 且 f(w) = au 时 ， 上 式 可 化 简 为 (4.37) . 把 (4.49) 的 最 后 一 项 展开 ， 可 
以 发 现 其 中 包括 aU) 和 aUa) 的 值 ， 为 求 之 ， 可 令 UN. := (UP +U), E 
更 常用 的 方法 是 用 Arf (UP)/AtU BAR. 记 Fr 表示 FUP), Aap 分 别 表示 上 述 两 
种 特征 速度 ， 则 格式 化 为 


At 
uy sup FM Lt Ana Se] art + + 人 证 | 全 人 (50) 
作为 此 格式 应 用 的 一 个 例子 ， 考 虑 Burgers’ 方程 的 极限 情形 ， 对 于 无 粘 流体 ， 有 
Ut +U uz = 0, (4.51) 
或 写成 守恒 形式 
ut 十 (5u2)。 = 0. (4.52) 


当 广义 解 光滑 时 ， 则 很 容易 由 特征 线 方法 求 之 ， 或 者 只 需 验 证 其 解 可 由 下 面 的 隐 式 给 出 
u = u(x,t) = u(r —tu(z, t)). (4.53) 

其 特征 线 为 直线 ， 其 解 沿 着 每 条 特征 线 为 常数 . 事实 上 ,给 定 初始 条 件 v(z,0) = u(x), 
对 任意 的 zo ， 过 点 {zo,0) 以 dt/dz = 1l/ua(zo) 为 斜率 做 直线 ， 该 直线 即 为 特征 线 . 

假设 给 定 光滑 初始 条 件 (4.45), 我 们 就 会 发 现 对 于 非 线 性 双 曲 型 方程 常 出 现 的 一 种 典 
型 的 困难 . 由 十 解 沿 每 条 特征 线 都 为 常数 ,所 以 当 特 征 线 相交 时 就 会 出 现 奇 性 . 事实 上 ， 
既然 特征 线 相 交 , 其 在 相交 点 上 必 有 不 同 的 斜率 , 于 是 解 沿 着 这 些 特征 线 必 有 不 同 的 值 ， 
这 样 ， 解 在 交点 处 就 是 多 值 的 . 当初 始 条 件 un(z) 的 导 函 数 递 减 时 ， 这 种 现象 总 要 出 现 . 
图 4-9 画 出 了 一 些 典 型 的 特征 线 ， 对 此 类 问题 总 存在 一 个 临界 值 tk ,使 得 当 0 <t<tt。 
时 ， 解 存在 且 为 单 值 函数 ， 而 在 上 = t 时 刻 开始 出 现 奇 性 . 
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这 种 现象 是 气流 中 激 波 (shock) 形成 的 一 个 简单 模型 . 当 特 征 线 相交 时 , 不 仅 (4.51) 的 经 
典 解 本 身 不 存在 , 而 且 数 学 模型 对 物理 现象 的 解释 也 已 失效 . 当 解 在 空间 的 变化 梯度 很 大 
时 , 粘性 将 起 到 重要 的 作用 , 此 时 必须 考虑 带 粘性 的 完整 的 Burgers’ 方程 wt 二 wuz = Vyurs ， 
对 此 种 情况 的 完整 的 讨论 已 超出 本 书 的 范围 ， 但 有 一 些 关 键 点 与 我 们 强调 用 方程 的 守恒 
律 形式 是 非常 相关 的 . 
在 超过 临界 点 之 后 ,我 们 希望 得 到 的 是 粘性 方程 趋 于 零 时 解 的 极限 . 此 时 将 产生 
一 个 间断 ， 代 表 一 个 激 波 ， 对 于 守恒 律 巡 十 户 =0， 其 以 激 波 速度 (shock speed) 
[f(u)] 
S$ := “Tay 
移动 ， 其 中 由 RREH u 的 跳跃 . Aw 在 间断 左边 的 极限 值 是 wz ， 在 右 端的 极限 
值 是 ur ， 那 么 激 波 将 以 速度 


(4.54) 


f(ur) — f (uL) 
UR 一 UL 
移动 ， 当 ur 一 uL 时 ， 即 激 波 减 “ 弱 ”时 ， 激 波 速度 显然 趋 于 alur). 上 述 激 波 速度 关系 
式 可 由 以 下 过 程 推导 . 在 (x,t) 平面 内 沿 特征 线 取 一 块 盒 式 区 域 ， 并 使 之 覆盖 一 部 分 特征 
线 ， 在 该 区 域 中 对 原 方程 积分 ， 再 应 用 高 斯 散 度 定理 ， 就 可 得 到 所 要 的 结果 . RARE 
平均 意义 下 满足 微分 方程 的 解 称 作 弱 解 (weak solution). 


然而 ， 应 该 注意 到 这 样 得 到 的 速度 依赖 于 守恒 律 的 具体 形式 ， 例 如 从 非 守 恒 型 形式 
(4.51) 出 发 ， 可 以 导出 以 下 的 任何 一 种 守恒 律 形 式 
((m + 1)u™): + (mu™t?), = 0. (4.55) 


y 


图 4-9 无 类 Burgers 方程 的 典型 的 特征 线 
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对 于 相当 复杂 的 物理 现象 , 我 们 必须 选择 正确 的 模型 . 对 于 当前 情形 ,mm = 1 Bp (4.52) 是 正 
确 的 , 它 并 不 等 价 于 (4.51) , 而 是 比 之 更 具 一 般 性 . 由 此 知 ,从 wzr 到 ur 的 激 波 将 以 平均 速度 
(wuL 十 un) 传播 , 而 不 是 其 他 速度 , 例如 不 是 m = 2 时 的 速度 3u] tururtuR)/(ur+ur). 


图 4-10 展示 了 计算 守恒 律 (4.52) 所 得 的 刚 开始 的 一 段 时 间 内 的 结果 ， 其 初始 条 件 为 


在 t= 0 时 


在 t= 0.15 时 


在 t= 0.3 时 
Lax-Wendroff 格式 迎风 格式 


4-10 用 Lax-Wendro 企 格式 ( 左 ) 和 迎风 格式 ( 右 ) 求 解 带 初 始 条 件 (4.45) 
的 Burgers’ 方程 


(4.45). 大 约 在 te = 0.25 时 开始 出 现 激 波 ， 其 强度 也 在 增长 , 但 是 解 在 整体 上 将 最 终 衰减 
为 零 .方程 的 弱 解 如 虚线 所 示 ， 左 边 显 示 的 是 用 Lax-Wendrof 格式 逼近 所 得 的 结果 - 为 
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了 比较 ， 在 图 4-10 右边 给 出 了 用 迎风 格式 逼近 所 得 的 结果 ， 这 里 迎风 格式 的 形式 如 下 


nil pr re n n 
Ut = Up- 2 {|1 —sen At] AF; 


+ | + sgn An | A-zF?}. (4.56) 
其 中 较 好 的 选择 是 取 Avs = AscFP/As,UP ， 这 当 UP =U, 时 简化 为 a(U?). 此 格式 
显然 是 (4.20) 式 的 推广 , 且 可 以 与 (4.50) 式 作 直接 比较 . 从 图 中 显然 可 以 看 出 Lax-Wendroff 
.格式 在 远离 激 波 时 有 更 高 的 精度 ， 但 在 激 波 后 面 却 出 现 振荡 ， 而 迎风 格式 却 没 有 出 现 振 
荡 . 这 就 促使 产生 了 一 种 在 计算 过 程 中 自动 选择 使 用 这 两 种 格式 的 思想 , 这 种 思想 由 van 
Leer! 的 工作 所 首创 . 
Lax-Wendroff 格式 的 一 大 优点 是 可 以 很 容易 地 将 之 推广 到 方程 组 的 情形 . 代替 (4.46) 
和 (4.48 a,b), 有 


uy; = —f,, use = — fir = 一 (4ur)> = (At ai (4.57) 
其 中 4 是 (4.8) 所 示 的 雅 可 比 矩 阵 ， (4.49) 式 则 可 简单 地 改写 为 
unt = un ( = ) Anf (U7) 2 (= SE , [A(U")6,£(U)] , (4.58) 


(4.50) 式 几 乎 不 用 做 任何 改变 ， 只 是 这 里 要 使 用 的 是 向 量 U? 和 F}. 


特别 地 ， 若 f(u) = 4u ， 其 中 4 为 常数 矩阵 ， 则 格式 简化 为 
U+! = UF - (a ) 4AozU7? + (2) 4252U7. (4.59) 


对 该 问题 可 做 傅 里 叶 分 析 . 向 量 U 的 每 个 分 量 都 是 同一 个 傅 里 时 波 型 的 倍数 ， 并 寻找 方 
程 (4.59) 的 如 下 形式 的 解 
U? = Arei kiArgy (4.60) 


其 中 UO 为 一 常数 向 基 ， 上 式 是 解 的 条 件 为 


(> |r i (= ) snkaz4- 2 (xt) sin IAAz4 |}o 5o: (4.61) 


ie tA, U 必须 是 4 的 特征 向 基 , 设 /为 相应 的 特征 值 , 并 记 v = wAt/Ac, 
可 得 
\=1-ivsinkAa — 2v? sin? l kâz. (4.62) 


L van Leer, B.(1974), Towards the ultimate conservative difference scheme. II monotonicity and conservation 
combined in a second order scheme, J. of Comput. Phys. 14, 361-70. 


88 第 4 章 一 维 双 曲 型 方程 


此 式 完 全 与 (4.38) AR. 由 此 可 以 推出 该 格式 稳定 的 一 个 必要 条 件 

pat <1, (4.63) 
其 中 p 表示 4 的 谱 半 径 (spectral radius), BP A 的 所 有 特征 值 之 模 的 最 大 值 . 这 里 我 们 直 
接 将 原来 的 稳定 性 概念 推广 到 了 方程 组 情形 . 而 对 冯 诺 伊 曼 条 件 在 方程 组 情形 是 否 也 是 


稳定 性 的 充分 条 件 这 个 问题 ， 将 放 到 下 章 讨论 . 


Lax-Wendroff 格式 的 一 个 重要 的 优点 是 , 其 稳定 性 条 件 只 涉及 到 特征 值 的 模 ， 而 不 依 
THIER AS, 因此 格式 的 形式 并 不 用 随 着 正 负 符号 的 改变 而 改变 . 从 (4.20) 和 (4.56) 
式 可 知 ， 对 于 单个 方程 ， 迎 风格 式 必 须根 据 a 的 符号 选择 用 向 前 差分 还 是 向 后 差分 ;对 
于 方程 组 来 说 ， 这 种 选择 将 变 得 相当 困难 . 因为 此 时 我 们 必须 在 每 一 点 都 寻找 一 个 近似 
雅 可 比 矩 阵 4 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 并 把 当前 向 量 表示 成 特征 向 量 的 线性 组 合 ， 再 根据 
相应 特征 值 的 符号 决定 每 个 特征 向 基 用 向 前 差分 还 是 向 后 差分 ， 最 后 在 把 这 些 特 征 向 基 
组 合 起 来 得 到 新 的 时 间 层 上 的 解 . Lax-Wendroff 格式 则 避免 了 这 种 麻烦 ， 但 为 此 付出 的 
代价 是 数值 解 如 图 4-7 和 图 4-10 所 示 出 现 了 振荡 . 正 是 这 种 情况 促使 前 面 提 到 的 结合 这 
两 种 格式 优点 的 方法 得 到 了 很 大 的 进展 ， 既 然 已 经 提 到 这 一 点 ， 下 节 我 们 将 对 此 做 进 一 
步 的 讨论 .虽然 大 大 超出 了 本 书 的 范围 ， 现 在 引入 激 波 关系 式 (4.54) 的 推广 仍然 是 值得 
注意 的 (这 种 推广 也 是 迎风 格式 (4.56) 的 特征 速度 AT). 所 满足 的 关系 式 的 推广 ), 即 近 
似 雅 可 比 矩 阵 A 通常 应 该 满足 


~ 


At. jpQhazU? = AneF?. (4.64) 
ER ERE Roe! 关于 空气 动力 学 的 工作 提出 的 ， 是 开发 守恒 律 的 新 方法 时 常 考虑 的 一 
个 重要 的 关系 式 . 
最 后 ， Lax-Wendrof 格式 的 一 个 很 方便 上 且 常 用 的 形式 是 两 步 格式 ， 第 一 步 给 出 点 
(tj41/2:tn41/2) 上 的 值 ， 第 二 步 利用 中 心 差分 最 终 得 到 如 +l 时 刻 的 值 ( 参见 图 4-4 ): 
UTHM = SUF + Upa) - (At/Az) [£(U3,1) - U7), (4.65a) 


Urt! = U? - (At/Az) [FUSS - CUS] ， (4.65b) 


对 线性 情形 f= 4u ， 其 中 4 是 常数 矩阵 ， 从 上 面 两 步 格式 中 消去 中 间 变 其 Apia 就 可 
得 到 标准 的 单 步 Lax-Wendrof 格式 (4.59) ， 其 证 明 留 作 练习 . 对 于 非 线 性 或 者 变 系数 的 
情形 ， 这 两 种 形式 并 不 等 价 . (4.65) 的 最 重要 的 优点 是 它 避 免 了 计算 雅 可 比 窍 阵 A . 


1 Roe, P.L.(1981), Approximate Riemann Solvers,parameter vectors,and difference schemes, J. of Comput. 
Phys. 43, 357-72. 
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4.7 有 限 体积 格式 


许多 用 十 守恒 律 实际 计算 的 方法 都 可 归 类 为 有 限 体 积 方法 (finite volume method),(4.65) 
就 是 一 个 典型 的 例子 . 假定 给 出 守恒 律 方 程 组 的 守恒 形式 ut +f =0, HE (x,t) 平面 
中 的 一 个 区 域 Q 中 积分 ， 并 利用 高 斯 散 度 定 理 将 之 化 为 线 积分 


f [ettaro = f | iE waat 


= $ [f dt — u dz]. (4.66) 
an 


特别 地 ， 如 所 选 的 区 域 是 宽 为 Ar, 高 为 At 的 矩形 区 域 ,， 再 引进 各 边 上 的 每 个 变 基 的 平均 
值 ， 诸如 Ur 等 等 ， 于 是 得 到 

(ur 一 ur)Az + (fẹ — fy) At = 0. (4.67) 
为 了 得 到 具体 的 数值 格式 ， 这 些 平均 值 需要 用 某 种 形式 的 积分 公式 代替 例如， 可 以 在 
每 条 边 上 用 中 点 积分 公式 (如 图 4.11(a)), 设 U? 表示 第 n 时 间 层 上 宽度 为 Ar 的 第 了 个 
单元 的 中 点 上 的 近似 值 ， FE? 人 2 表示 通 其 在 该 单元 右 侧 边 中 点 上 的 值 ， 于 是 得 到 格式 


UPH = UP — (At/Ax;) (PRTG — Fit) - (4.68) 


下 面 所 剩 的 是 用 若干 U? 的 值 来 计算 通 量 ， 例 如 可 利用 两 步 Lax-Wendrof 格式 中 所 用 的 
泰勒 展开 式 计 算 : 即 先 用 公式 (4.65a) 计算 单元 侧 边 上 的 解 ， 再 将 之 带 入 到 方程 (4.65b) 
中 ， 便 得 到 了 形 如 (4.68) 的 公式 . 


Ar; Az; 


(a) 利用 中 点 积分 公式 (b) 利用 梯形 积分 公式 


图 4-11 有 限 体积 格式 


不 过 ,应 该 注意 到 ,在 (4.68) 中 单元 宽度 是 完全 任意 的 , 这 也 是 该 格式 的 一 个 很 大 的 
优点 ， 在 实际 计算 中 非常 有 用 (特别 是 在 高 维 情形 ) . 例如 ， 从 (4.68) 出 发 ， 把 一 串 相 邻 
单元 的 积分 加 起 来 ， 便 得 到 


l 
S Ae (U*! — UP) 十 ACEI — Feii) = 0. (4.69) 


j=k 


此 式 精 确 反 映 了 微分 方程 的 守恒 性 质 ， 为 推导 Lax-Wendroff 格式 ， 设 U? 表示 单元 中 心 
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的 值 ， 在 单元 侧 边 zj412 上 把 解 做 一 阶 精度 的 泰勒 展开 
u(zj+1/2; tn + At/2) = u(Tj+1/2,tn) 一 sat fz (2541/2: tn) + O((At)?); 


再 与 各 单元 中 心 上 的 解 在 各 边 的 泰勒 展开 式 联 立 ， 就 可 得 到 公式 
n+1/2 _ ATj+1 U} + AxjUF,, — At [E(U?,) — £(U")] 
Ujr1/2 = i aT Ar joi = a om) 
该 公式 把 (4.652) 推广 到 了 一 般 网 格 上 . 为 避免 不 必要 的 复杂 性 ， 下 面 仍 回来 考虑 通常 的 
均匀 网 格 的 情形 . 


如 前 所 示 ， Lax-Wendrof 格式 的 主要 缺点 是 其 解 容易 产生 振荡 ， 这 个 问题 促使 7 有 
限 体积 法 的 大 力 发 展 ， 在 标量 守恒 律 情形 可 以 对 该 问题 做 完全 的 分 析 . 其 主要 原理 是 要 
控制 解 的 总 变 差 (total variation): 把 有 限 区 域 [0,X] HPA 7 个 单元 ，U" ER Rn 
的 第 j 个 单元 取 值 为 U”， 由 此 定义 解 的 总 变 差 为 


J—i J 了 一 1 
TV(U") := 》 UR -UFI = > |A+zp | (4.71) 
j=l j=1 


Ahh, MAR u(x,t), TV (ul t) 可 按 如 下 方式 定义 : 对 [0,X] 所 有 的 剖 分 ， 诸 如 
O=& <6 <.…<ék =X , 把 相应 的 差分 绝对 值 ulft) u(E;,0)| 求 和 ， 再 对 所 有 这 
些 和 求 上 确 界 ， 把 这 个 上 确 界 称 为 精确 解 的 总 变 差 . 显然 当 把 U" AEE ult.) 的 分 段 
常数 近似 时 ,这 两 个 定义 是 相 容 的 . Ril, 为 简化 以 后 的 讨论 ， 先 忽略 具体 的 边界 条 件 ， 
而 假设 ult) LRU 都 以 常数 向 左右 扩展 ， 所 以 这 里 并 未 指定 求 和 指标 j 的 具体 范围 . 

守恒 律 (4.46) 的 解 的 一 个 关键 性 质 是， 其 总 变 差 TV(u(.,t)) 是 上 的 非 增 函 数 (这 大 致 
可 从 解 沿 特征 线 保 持 不 变 (4.4b) 这 个 事实 推出 ) . 因此 我 们 把 满足 TVU) < TV(U") 
的 格式 定义 为 TVD 总 变 差 不 增 (total variation diminishing) 格式 . 这 一 概念 最 早 由 Harten! 
给 出 ， 他 还 建立 了 以 下 的 一 个 有 用 的 定理 . 


定理 4.1. (Harten) 一 个 差分 格式 是 TVD 的， 如 果 它 可 写成 如 下 形式 


unt} = U? — CA-sU? + DjA42UF, (4.72) 
其 系数 C) 和 Di 可 以 是 {U7} 的 任意 函数 ， 满 足 
Ci 20, D;>0 有 ££C;+D;<1 Vj. (4.73) 


证 明 . 由 向 前 差分 格式 (4.72) ， 利 用 恒等式 


1 Harten, A.(1984), On a class of high resolution total-variation-stable finite-difference schemes, SIAM J. 
Numer. Anal. 21, 1-23. 
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AtrzUi = AU 541, BB 
Unti- UPH! = Ay UP — CjA4sU? + Cj_-1A_2UP + DynAraU — DjAy2UP 
= (1—C; — Dj)A4.UP +Cj-14-:Uf + Dj A420}. 
由 条 件 (4.73) 知 ， 上 面 最 后 一 个 式 子 右 端 各 项 的 所 有 系数 都 非 负 . 于 是 ， 取 绝对 值 可 得 
[A+zUF+ | < (1 — Cj -DilA+zVPl+C-iA-zUPI+ Dj JA42UF,a], 

再 对 7 了 求 和 和， 一 些 项 相互 抵消 之 后 得 到 TV(U"t) < TV(U"). a 

现 把 该 定理 应 用 到 Lax-Wendroff 方法 和 迎风 方法 中 . 先 考 虑 后 者 ， 迎 风格 式 由 (4.56) 
给 出 ,其 中 AM po := Ase FP /As UP, 此 格式 即 是 Roe 提出 的 格式 的 标量 情形 ,关于 Roe, 
我 们 曾 在 (4.64) 后 面 的 几 句 话 中 提 到 . 我 们 最 好 把 此 格式 看 作 有 限 体积 格式 ， 在 此 格式 
中 (4.68) AY ii tt 


prti/2 E { f(U?), 当 As 1/2 2 0 时 ， (4 74) 
f (U1), 当 AR 1/2 <0 时 ; 
或 者 等 价 地 
n+1 1 n TL n 
Pah = [(1 + sendy, j2) Fp + (1 - sgn A3, 172) Ffa] - (4.75) 


然后 ， 在 (4.56) 中 用 A! 128-07 替代 通 量 差 A_。Fr ,再 与 (4.72) 做 比较 ， 便 得 到 


1 At 
i-1= 555 (1 + sgnA? 1/2) Aj—1/2° 


它 显然 总 非 负 的 ， 因 此 满足 (4.73) 的 第 一 个 条 件 ， 类 似 地 可 以 得 到 


1 At 
D; = a he (1 = senA¥,1/2) Aj 41/25 


它 也 是 非 负 的 . 另外 ,将 两 式 求 和 ， 并 注意 先 将 前 者 下 标 移 位 ， 即 有 ' 
1 At 


CD = x= [4 十 sgn4? 1/2) 45+1/2 + (i = senA", 1/2) AP, 1/2] 
= Ayal ge 
这 恰恰 是 CFL 数 . 因此 ， (4.73) 的 最 后 一 个 条 件 对 应 于 CFL 稳定 性 条 件 ; 我 们 前 面 已 经 
证 明 ， 当 At 满足 稳定 性 条 件 时 ， Roe 一 阶 迎 风 差 分 格式 是 TVD 的 . 
另 一 方面 ,对 Lax-Wendroff 格式 (4.50) 重复 上 一 过 程 , 记 vii 表示 AM pAt/Az, 
则 可 得 到 


1 1 
Cj = 57+1/2(1 + V+1/2); 及 D; = -7 pei /2(l — Vj+1/2) (4.76) 


1 原 书 下 式 有 误 ， 写 成 了 :， (1+ sgnA® | 1712)47 112 十 (1 一 sgnA y2) A 41/2 
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两 者 必须 都 是 非 负 的 ， (4.73) 的 第 三 个 条 件 要 求 CFL 条 件 (Vg)? < 1 成立， 为 同时 满 
足 这 三 个 条 件 ， 则 w is 只 能 取 -1, 0 或 +1 ， 除 了 很 特殊 的 情况 外 这 显然 不 太 实际 ， 


Roe 迎 风格 式 具 有 TVD 性 质 , 这 使 它 成 为 发 展 更 复杂 的 有 限 体积 方法 的 重要 基石 .特别 
是 在 计算 激 波 时 , 它 非常 成 功 , 然而 当 处 理 某 些 稀 朴 波 时 还 必须 对 该 格式 做 些 改进 . 例如 ， 
假设 考虑 无 粘 Burgers 方程 (4.52) ， 给 定 初始 值 {UP = -1 X} j <0; UP = +1, Xt j >o}, 
则 其 解 为 一 逐渐 展开 的 稀 朴 波 . 然而 ， 从 (4.74) 式 显 然 可 看 到 ， Roe 格式 的 数值 通 量 都 
为 ,因此 其 解 相对 于 初 值 不 会 有 任何 改变 . 产生 这 种 问题 与 声速 点 (sonic point) AX. 
这 里 的 声速 点 是 指 u = 0 时 的 点 ， 此 时 特征 速度 a 也 为 零 ， 更 准确 地 说 ， 对 于 OS A ik 
Jik (transonic rarefaction wave) ， 特 征 速度 在 该 点 左 侧 为 负 ， 右 侧 为 正 ， 对 于 一 般 的 凸 通 
其 函数 f(u), BE u= us 是 (唯一 的 ) 声速 点 ， 则 需 对 有 限 体积 法 作 如 下 改进 ， 把 其 中 
的 通 基 (4.75) 改 为 


n 1 了 n Ti 
a. = & [(1 sgn A’) FP + (sgn Af 一 sgn A’) f (us) 
+ (1 — sgn A?) FR] : (4.77) 


这 种 格式 使 用 的 是 特征 速度 {4? = a(U”)} WERA S, MRE {A} 的 正 负 符 
号 ， 这 种 改进 后 的 格式 最 早 由 Engquist 和 Osher’ 提出 ， 并 已 被 广泛 研究 和 应 用 . 不 难 
看 出 ， 只 有 当 UP M Un, 之 间 存在 声速 点 时 ， 此 格式 才 与 Roe 迎风 格式 有 差别 ， 它 也 是 
TVD 的 (见习 题 4.11) ， 且 能 正确 地 计算 跨 声 速 稀 朴 波 ， 

然而 ， 这 两 种 格式 都 是 一 阶 精度 的 ， 事 实 上 很 难 设计 出 二 阶 精度 的 TVD 格式 . 为 理 
解 其 原因 ， 不 妨 来 考虑 形 如 (4.72) 的 三 点 显 式 TVD 格式 ， 它 满足 条 件 (4.73) .对 于 线性 
对 流 方程 w +au,=0, 假定 CM DD 均 为 常数 .按照 推导 Lax-Wendroff 格式 (4.36) 的 方 
法 ， 不 难看 出 ， 若 格式 为 二 阶 精度 的 ， 必 然 导 致 如 (4.76) 的 系数 ， 因此， 除了 很 特别 的 情 
形 外 ， 其 总 违背 TVD 条 件 ， 从 另 一 个 角度 来 看 ， 在 上 述 两 种 成 功 的 TVD RAF, Ri 
仅仅 是 用 单元 平均 值 UP 来 计算 数值 通 量 的 ， 而 仅 用 分 段 常数 近似 是 不 可 能 得 到 二 阶 精 
度 的 . 

这 一 视角 指出 了 解决 这 种 问题 的 办 法 ， 即 引进 被 称 为 重 构 (recovery) 或 重建 (recon- 
struction) 的 中 间 步 ， 从 {US} 出 发 构造 ul, tn) Ay meat U"(-) .其 中 最 著名 的 方法 大 
概 是 van Leer? 构造 MUSCL(Monotone Upstream-centred Schemes for Conservation Laws) 格 
Math. Comp. 36, 321-52. 


2 van Leer, B.(1979), Towards the ultimate conservative difference scheme V. A second order sequel to Go- 
dunov’s method,J. of Comput. Phys. 32, 101-36. 
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式 时 所 用 的 方法 ， TATE ANE SEY oP BARE we RG Bl — RE. 另 一 个 精心 设计 的 方 
法 是 Colella 和 Woodward ! 建立 PPM(Piecewise Parabolic Method) 格式 时 所 用 的 ， 能 达到 
三 阶 精度 . 这 几 种 方法 中 , 重 构 都 保证 重 构 得 到 的 函数 的 单元 平均 与 原来 相等 . MUSCL 
格式 所 用 的 方法 如 下 : 先 找到 横 坐 标 为 某 单 元 中 点 、 纵 坐标 为 对 应 的 单元 平均 值 的 点 ， 
再 过 该 点 作 一 条 直线 ， 其 斜率 要 通过 左右 单元 上 函数 平均 值 来 确定 . 对 于 PPM 格式 ， 先 
通过 单元 交点 两 侧 的 单元 平均 值 确定 该 点 上 函数 的 近似 值 ， 再 由 端点 上 得 到 的 值 以 及 单 
元 平均 值 在 每 个 单元 上 确定 一 条 抛物 线 ， 从 而 得 到 一 个 总 体 上 连续 的 晕 近 函数 . 对 这 些 
格式 来 说 ， 重 构 后 就 仅 需 要 将 有 限 体积 格式 (4.68) 中 的 数值 通 量 作 相应 的 改变 . 如何 利 
MEKE Ü) 完成 最 后 一 步 超出 了 本 书 的 讨论 范围 ， 我 们 仅仅 指出 该 过 程 一 般 基于 
求解 一 个 局 部 发 展 问题 ， 其 具体 解法 源 于 Godunov ? 的 研究 工作 . 但 是 ， 应 注意 到 要 如 
此 得 到 TVD 格式 也 必须 对 重 构 过 程 有 所 约束 . 一 个 经 典 的 约束 为 ， 重 构 应 是 单调 保持 
的 (monotonicity preserving) ， 也 就 是 说 ， 若 {UP} 单调 增 的 ， 则 U"(-) 也 必须 单调 增 . 


4.8 RAMA 


为 使 读者 对 实际 中 使 用 的 格式 大 概 有 所 了 解 ， 此 后 给 出 两 种 非常 重要 的 格式 . BD 
给 出 的 盒 式 格式 (box scheme) 是 非常 重要 的 一 种 隐 式 格式 ， 常 与 Thomée ? 或 Keller * %9 
名 字 联 系 在 一 起 . 对 于 最 简单 的 模型 问题 ww + auz = 0 ， 其 中 a 为 常数 ， 盒 式 格 式 形 式 如 
下 


n+1/2 n+1/2 1 
e (UP + Ure) (2% CAT ARETA O ， 
2At 2Az mG ee) 


引进 平均 算 子 
paUjt1g2 := 3(U3 + Uja), (4.79) 


以 及 相似 的 算 子 上 ， 可 把 该 格式 写成 非常 简洁 的 形式 


(Jz6t + vuedz) US i/o =0, (4.80) 


1 Colella, P. and Woodward, P.R.(1984), The piecewise parabolic method (PPM) for gas-dynamical simulations, 
J. of Comput. Phys. 54, 174-201. 

2 Godunov, S.K.(1959), A finite difference method for the numerical computatian of discontinuous solutions 
of the equations of fluid dynamics, Mat. Sb. 47, 271-306. 

3 Thomée, V.(1962), A stable difference scheme for the mixed boundary value problem for a hyperbolic first 
order system in two dimensions, J. Soc. Indust. Appl. Math. 10,229-45. 

4 Keller, H.B.(1971), A new finite difference scheme for parabolic problems, in B. Hubbard(ed.), Numerical 
Solution of Partial Differential Equations II, SYNSPADE 1970, Academic Press,pp.327-50. 
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其 中 v= aAt/Az 是 CFL 数 . 


假若 对 格式 中 所 有 的 项 都 在 中 心 点 (2541/2, tn41/2) 像 以 前 一 样 做 泰勒 展开 ， 由 差分 
平均 的 对 称 性 不 难看 出 ， 所 得 到 的 展开 式 中 将 只 含 Az 和 At 的 偶 次 寡 项 ， 从 而 格式 具有 
二 阶 精 度 . “ARM a 是 z Ml t Hew RAT, FE (4.78) 中 最 好 取 fs := A(%541/2,tn41/2) > 
这 样 得 到 的 泰勒 展开 式 不 变 ， 格 式 仍然 是 二 阶 精度 的 . 

对 具有 守恒 形式 (4.46) 的 非 线性 问题 ， 相 应 的 合式 格式 可 写 为 

n+1/2 ，y rm 十 1/2 ‘5 n+1 
bt (U; = Uj+i ) M bx (Bean Eris) Br 

其 中 Fr := f(U?). 该 格式 显然 是 一 个 有 限 体积 格式 , 对 应 的 区 域 是 以 四 个 相 邻 网 格 节点 
为 顶点 的 正方 形 ， 在 各 边 上 积分 时 使 用 的 是 梯形 规则 (参见 图 4-12 以 及 4-11(b)); 另外 ， 
和 其 他 有 限 体积 方法 一 样 ， 该 格式 可 被 推广 到 非 一 致 分 布 的 网 格 上 . 


(4.81) 


图 4-12 EARRA 


因为 格式 涉及 到 新 时 间 层 上 的 两 个 点 ， 所 以 它 是 隐 式 (implicit) 格式 . 但 对 于 最 简单 
、 的 模型 问题 ， 该 格式 并 不 需要 额外 的 计算 ,并且 只 要 使 用 方式 正确 ， 它 还 是 无 条 件 稳定 
的 . (4.78) 可 写 为 如 下 形式 


一 1 
Wt) (L-eta) Ora V ete 


3 


其 中 

n+1/2 _ n+1/2 Ôt 

tl/2 Ag’ 

当 a(z,t) 为 正 时 ， 特 征 速度 也 为 正 ， 此 时 必然 已 给 出 区 域 左 端 边 界 上 的 边界 条 件 ， 也 就 
是 说 , 已 给 出 新 时 间 层 上 U 的 第 一 个 值 U6+ ,通过 (4.82) A, 即 可 从 左 到 右 依次 得 到 U 
的 值 ， 当 特征 速度 为 负 时 ， 此 时 已 给 出 右 端 边界 条 件 ， 类 似 地 可 从 右 到 左 求解 ， 当 方程 
为 非 线 性 守恒 形式 时 ， 此 格式 却 不 太 好 用 , 这 是 由 于 为 得 到 UP 的 值 ， 必 须 求解 非 线 性 
方程 (4.81). 


V541/2 
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使 用 盒 式 格 式 的 一 个 很 严重 的 问题 是 , 解 有 可 能 产生 形 如 (-1)7+" 的 棋盘 波 型 (chequerboard 
mode) 噪声 污染 , 这 是 因为 格式 (4.78) 对 时 间 和 空间 都 取 了 平均 , 该 波 型 是 方程 的 伪 解 波 
型 ， 只 有 利用 边界 条 件 和 初始 条 件 才 能 控制 它 的 出 现 . 如 图 4-13 所 示 ， 对 于 方 波 初 值 和 
光滑 初 值 ， 前 者 解 的 噪声 更 为 明显 . 


(a) 方 波 初 值 (b) 高 斯 初 值 


图 4-13 盒 式 格式 求解 线性 对 流 方程 ， 其 中 At = Ar = 0.02 


对 于 形 如 (4.5) 的 方程 组 来 说 ， 用 该 格式 计算 将 变 得 很 复杂 ， 因 为 此 时 格式 是 真正 意 
义 上 的 隐 式 格式 . 一 般 地 , 由 于 通常 在 z 区域 的 两 端 都 有 边界 条 件 , 已 不 太 可 能 像 标 量 形 
式 时 那样 简单 地 在 某 个 方向 上 扫描 一 遍 就 能 得 到 解 ， 此 时 必须 联 立 求解 一 组 相应 的 方程 
才能 得 到 新 时 间 层 上 的 解 . 这 和 第 2 章 热传导 方程 的 隐 式 格式 相似 ， 但 却 不 那么 直接 . 
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方程 组 的 矩阵 一 般 是 块 三 对 角 的 ， 每 一 块 的 维 数 等 于 微分 方程 组 的 阶 ， 但 其 具体 的 结构 
细节 还 依赖 于 在 两 端 分 别 所 给 的 边界 条 件 的 个 数 . 

对 于 标量 情形 ， 只 要 我 们 按 正确 的 方向 使 用 此 格式 ， 例 如若 a 为 正 ， 则 使 用 (4.82) 
st, 此 时 对 任意 的 网 格 比 At/Az ，CFL 条 件 总 是 满足 的 . 如 图 4-12 所 示 ， 特征 线 总 落 在 
构造 UY 所 用 的 三 个 点 之 间 . 但 是 ， 该 格式 的 三 个 系数 未 必 都 是 正 的 , 所 以 它 不 满足 最 
大 值 原理 ; 也 没有 任何 自然 的 TVD EA, 而 是 易于 产生 振荡 解 . 由 于 这 里 的 区 域 既 不 是 
整 条 直线 ， 也 不 满足 周期 性 边界 条 件 ， 所 以 直接 应 用 全 里 叶 分 析 是 不 严格 的 ， 即 便 a 是 
常数 时 也 是 如 此 . 即便 如 此 ， 我 们 还 是 可 以 把 某 健 里 叶 波 型 代入 ， 以 考查 其 衰减 程度 以 
及 相 的 精度 .不 难看 出 


cos 3kAz — iv sin 3kAT 


A(k) = ry (4.83) 
从 而 可 推出 对 任何 的 v, 都 有 
|A(k)| = 1, (4.84) 
并 且 
arg\ = 一 2tan-1 (tan kar) 
~ —vé h + all 一 Z2)62 +.. | (4.85) 


所 以 , 盒 式 格式 没有 衰减 波 型 ， 并且 通 过 比较 (4.85) 和 (4.40) 可 以 看 出 , 该 格式 的 相同 样 
具有 二 阶 精度 ， 但 这 里 的 相位 误差 大 致 是 Lax-Wendroff 格式 的 一 半 ， 男 外 也 可 看 出 ， 当 
v < 1 时 , 后 者 的 相 误 差 是 滞后 的 , 而 盒 式 格式 的 则 是 提前 的 ; 而 当 v > 1 时 , ARAR 
相 误差 也 变 为 滞后 的 了 . 在 第 4.11 节 中 可 看 到 相 误 差 的 比较 图 . 在 这 里 也 应 该 注意 到 ， 
因为 盒 式 格式 是 无 条 件 稳定 的 ， 故 最 好 令 |v| 接近 于 1 ， 这 样 能 得 到 较 高 阶 的 相 精度 . 

对 于 这 样 的 无 耗 散 (nondissipative) 格式 ， 我 们 可 引入 一 个 启发 性 概念 群 速 度 (group 
velocity), 用 于 表示 色散 PDE 中 能 基 的 传播 速度 . 若 作为 线性 对 流 方程 的 色散 关系 (4.29) 
的 推广 ， 用 w = o(k) 表示 这 里 的 色散 关系 ， 则 群 速度 Clk) 由 下 式 定 义 

C(k) := —dw/dk. (4.86) 

十 是 对 线性 对 流 方程 ， 上 式 简化 为 C(k) =a. 但 对 于 差分 格式 来 说 ， 即 便 是 这 种 最 简单 
的 方程 ， 群 速度 的 表示 也 不 简单 . 若 记 on 表示 (arg 入 )/(At) ， 那 么 由 (4.85) 式 ， 即 可 给 
出 离散 的 色散 关系 


1 
tan sunt = —v tan 5 At. 
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因此 ， 对 应 于 (4.86) ， 可 推导 出 差分 格式 的 群 速度 


Cp = vAzsec? SkAz/ (a sec” zonat) 


1 
asec? 3kAT/ (1 +v?’ tan? kan) 


a 

a (4.87) 
当 《 = kAz 很 小 时 , 为 得 到 离散 群 速度 的 误差 , 可 直接 把 上 式 展开 为 EER. 然而 ， 
利用 wn 的 展开 式 (4.85) 可 能 更 直接 更 明白 , 将 之 对 微分, 立刻 可 以 看 到 群 速度 的 相对 
误差 是 3(1 一 羽 )f*? .此 误差 差不多 是 相对 相 速 度 误差 的 3 倍 ， 这 显然 是 因为 格式 是 二 阶 
精度 的 ， 还 可 看 出 ， 两 种 误差 之 间 的 关系 如 此 简单 ， 它 意味 着 从 群 速度 我 们 并 不 能 对 格 
式 低频 时 的 行为 有 更 多 的 理解 . 但 是 ， 一 般 来 说 数值 格式 的 误差 会 由 很 多 频率 组 成 ， 
此 群 速度 将 是 格式 行为 的 一 个 很 好 的 指南 。 特别 地 ， 考 察 频谱 中 的 另 一 个 极端 ， 高 频 振 
H E=nr 时， 可 以 发 现 Ch = a/v* ， 由 之 也 可 以 看 出 0<v<1 工时， 振荡 的 移动 超 在 主体 
波 前 面 ， 另外， 与 相 速度 相 比 ， 群 速度 预言 的 振荡 速度 将 更 加 精确 . 

再 来 考虑 稳定 性 ， 由 于 (4.84), 盒 式 格式 常 被 认为 是 无 条 件 稳 定 的 . 但 这 里 必须 要 求 
按照 正确 的 方向 求解 方程 组 : 显然 车 v < 0 时 ， 仍 使 用 递归 式 (4.82) 求解 ， 则 误差 将 无 限 
增长 ; 同时， 这 种 计算 形式 也 违背 了 有 关 依 赖 区 域 上 的 CFL 条 件 . 在 实际 使 用 时 ， 对 大 
多 数 情况 来 说 ， 当 然 不 难 避 免 这 种 错误 ， 而 格式 的 无 条 件 稳定 性 及 其 简洁 的 形式 使 之 备 
受 水 利 工程 师 的 青睐 ， 从 而 在 河流 建 模 中 得 到 广泛 的 应 用 . 

上 面 我 们 已 提 到 了 图 4-13(a,b) 中 的 计算 结果 ,其 中 仍 是 求解 同样 的 线性 对 流 方程 
(4.33) ,初始 条 件 分 别 是 方 波 和 高 斯 脉冲 . 可 以 看 出 ,由 初始 间断 造成 的 数值 振荡 比 Lax- 
Wendrof 格式 时 大 了 许多 , 然而 对 光滑 初 值 ， 二 者 精度 非常 相似 . 注意 到 在 两 种 情形 下 ， 
由 于 lv| < 1 ， 所 以 相 误差 使 得 振荡 超前 于 主体 波 ， 而 且 方 波 产生 的 振荡 向 前 传播 的 速率 
正如 群 速度 所 预言 的 . 这 里 振荡 之 所 以 更 严重 , 是 因为 该 格式 没有 衰减 , 而 对 实际 问题 ， 
我 们 可 以 对 (4.78) 空间 差分 中 用 加 权 平 均 g0"+ 十 (1 一 9)U" ,其 中 9 > ,以 避免 可 能 
出 现 的 振荡 . 

到 目前 为 止 , 从 上 面 的 叙述 中 可 能 并 不 能 明显 地 看 出 ， 为 什么 此 格式 与 河流 模型 有 
密切 的 联系 . 在 河流 模型 中 ， 此 格式 通常 称 为 Preissmann KARA ', 所 谓 河 流 模 型 ， 是 
指 通过 把 横 截 面 面 积 4(z, 芭 和 整体 流出 量 Q(z,t) 作为 独立 变量 ， 沿 河道 积分 ， 推 导出 的 


1 Preissmann, A.(1961), Propagation des intumescences dans les canaux et rivières. Paper presented at the 


First Congress of the French Association for Computation, Grenoble,France. 
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河流 的 St Venant 方程 
At + Qz = 0, 


Qi + (Q?/A + 39A2/b) 


其 中 z 表示 沿 着 河流 的 距离 ，5 描述 了 河床 斜率 和 摩擦 阻力 的 作用 ，g 表示 重力 常数 ， 

b 指 河流 宽度 . 上 述 第 一 个 方程 表示 质量 守恒 ， 第 二 个 方程 是 动量 方程 . 一 般 来 说 ， 河 流 
的 这 些 条 件 随 z 变化 很 大 . 所 以 此 格式 的 优点 之 一 就 是 可 以 将 河流 分 成 很 多 不 同 长 度 的 
段 ， 在 每 段 中 河流 的 参量 差不多 是 常数 . 例如 ， 河 流 宽度 可 能 变化 较 大 ， 且 与 横 截 面 的 
形状 和 面积 4 有 关 ， 不 过 这 里 我 们 可 假设 河道 截面 是 长 方形 的 ， 且 其 宽度 与 截面 积 4 无 
关 ， 于 是 河流 高 度 为 4/b=h . 在 此 假设 下 ,可 以 简单 地 计算 出 通 量 的 雅 可 比 矩 阵 : 利用 
h 和 流速 u = Q@/4 ， 可 将 其 表示 为 


A= ae (4.89) 
gh—u? 2u 


容易 看 出 它 有 两 个 特征 值 v 土 c， 其 中 c= (gh). 对 正常 的 缓 缓 流动 的 河流 来 说 ， 其 流 
速 是 低 于 临界 速度 的 ， 即 u < c, 因此 其 特征 速度 一 正 一 负 ， 从 而 方程 组 需要 左右 两 个 边 
界 条 件 ; 假定 河流 从 左 向 右 流动 ， 通 常 给 出 左边 入 流 处 的 流入 量 8 ， 以 及 右 端 出 流 处 的 
河流 高 度 h . 所 求 的 方程 组 是 非 线 性 的 ， 可 用 牛顿 迭代 法 解 之 ， 如 前 所 述 ， 这 里 所 得 到 
的 线性 方程 组 是 块 三 对 角 的 ， 每 块 是 2 x 2 矩阵 ,该 方程 组 可 用 矩阵 形式 的 Thomas 算法 
求解 . 

然而 , 尽管 该 格式 非常 简洁 ， 且 求解 非 线 性 方程 的 过 程 也 相对 简单 , 但 我 们 仍 不 清楚 
为 什么 要 用 这 个 隐 式 格式 ， 并 且 既 然 (4.85) 表明 该 格式 相 速 度 精度 并 不 特别 值得 称道 ， 
为 什么 它 计 算 洪峰 时 有 很 好 的 精度 呢 ? 答案 来 自 洪峰 波 流 的 结构 ， 特 别 是 动 基 方程 中 那 
些 项 的 平衡 . 动量 方程 右 端 表示 力 的 项 通常 写 为 S = g(So - Sy), FEF So = So(x) 表示 河 
RER, Sp = Sy(z, A, Q) 表示 河床 摩擦 力 . 方程 中 与 9 相 乘 的 三 项 差不多 相互 平衡 了 ， 
由 此 给 出 了 关系 式 @ = Qo(z, A). 的 确 ， 在 更 简单 的 模型 中 ， 常常 把 质量 守恒 方程 与 一 个 
由 试验 得 出 的 类 似 关 系 式 联 立 ， 以 预测 河水 的 流动 情况 .由 这 个 关系 式 可 推 知 洪峰 波 的 
传播 速度 为 9v/34 ,通常 此 速度 会 略 大 于 ,但 远 比 ute. 于 是 可 依据 此 速度 来 选 
取 时 间 步 长 ( 使 得 (4.85) 中 的 v 与 单位 1 接近 ， 从 而 给 出 精确 的 相 速度 )， 同时 也 充分 利 
用 了 关于 特征 速度 w+e 的 稳定 性 条 件 . 此 外 ， 通常 在 时 间 平 均 上 选取 6 > 5 ,以 使 伪 解 
波 型 产生 的 振 范 在 (将 在 第 5.8 节 中 讨论 ) 某 种 意义 下 有 所 衰减 . 


S, (4.88) 
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4.9 峙 跳 格 式 


4-14 所 示 . 第 二 个 重要 的 格式 称 为 蛙 跳 格式 (leap-frog scheme) ,这 是 由 于 格式 使 用 的 
点 如 图 为 在 时 间 方 向 上 使 用 中 心 差分 ， 该 格式 使 用 了 前 面 两 个 时 间 层 上 的 值 ， 并 且 对 于 
中 间 时 间 层 上 的 空间 差分 , 该 格式 将 其 “两 条 腿 ” 伸 展开 来 使 用 了 不 相 邻 的 两 点 上 的 值 . 
对 于 方程 (4.46) 和 (4.47) ， 蛙 跳 格式 具体 形式 如 下 


n+1 


j-1 j j+l z jot 3 grl g 
(a) 非 交 错 型 (b) 交错 型 


4-14 ERRA 


Up -UP FURD) — FUP) _ 


2At 2AT S (4.90) 


unt) = Ur — (@At/Az) [U$ -UZ ]. (4.91) 


这 样 ， 它 是 一 个 显 式 格式 ， 但 开始 时 需要 特别 的 技术 来 启动 . 事实 上 ， 初 始 条 件 一 
般 只 给 出 了 U? 的 值 ， 这 就 需要 用 特别 的 方法 求 出 U 的 值 , 然后 ， 蛙 跳 格式 才能 依次 地 
给 出 UU?,U3,.... 这 些 额 外 需要 的 启动 值 U1! 可 利用 任何 方便 的 单 步 格式 得 到 ， 例 如 可 用 
Lax-Wendroff 格式 求 之 ， 

从 图 4-14(a) 可 以 看 出 ， CFL 条 件 要 求 v < 1, 这 和 Lax-Wendrof 格式 要 求 的 一 样 . 
当 了 二 au H a 为 常数 时 ， 由 通常 的 全 里 叶 分 析 方 法 ， 得 到 关于 Mk) 的 二 次 方程 

A? —1+4 2ivrsinkAz = 0, (4.92) 


其 解 为 


A(k) = ~ivsinkAz + [1 — v? sin? kAz]*® . (4.93) 
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由 于 方程 的 两 个 解 乘积 为 -1 ， 所 以 为 了 格式 稳定 ， 这 两 个 解 的 模 必 须 都 为 1 . 容易 验 
证 ， 为 使 这 两 个 根 为 复数 且 模 对 于 任意 的 上 都 相等 ， 必 须 且 仅 需 lv| 入 1， 这 样 ， 傅 里 叶 
分 析 得 到 的 结果 就 与 CFL 条 件 给 出 的 相同 ; 而 且 满 足 稳定 性 条 件 时 格式 没有 衰减 . 

蛙 跳 格式 的 傅 里 时 分 析 导致 (k) 存在 两 个 值 ， 这 是 个 严重 的 问题 ， 因 为 这 表明 其 中 
必然 存在 一 个 伪 解 波 型 . 产生 伪 解 波 型 的 原因 主要 是 该 格式 涉及 到 三 个 时 间 层 ， 从 而 需 
要 额外 的 初始 条 件 ， 正 是 这 个 额外 的 初始 条 件 决定 了 伪 解 波 型 的 强度 . (4.93) 中 实 部 为 
正 的 根 对 应 的 波 型 是 微分 方程 真 解 的 一 个 好 的 逼近 ， 称 之 为 “ 真 ” 解 波 型 Xr ,其 辐 角 为 


argàìr = —sin '(vsinkAz) 
~ —vé f -$0 -e+ |. (4.94) 
注意 到 这 里 相 误差 的 主 项 与 Lax-Wendroff 格式 的 相同 (参见 (4.40)). 另 一 方面 ， 实 部 取 负 
的 根 给 出 了 伪 解 波 型 
asn (D fiting- Se +], (4.95) 


此 波 型 在 时 间 步 间 产 生 振荡 并 朝 错误 的 方向 传播 因此 ， 在 实际 应 用 中 ， 必 须 非常 注意 
不 要 模拟 出 这 种 波 型 ， 有 时 则 还 需要 将 之 过 滤 掉 ， 


由 (4.91) 或 (4.92) 可 推出 蛙 跳 格式 的 离散 色散 关系 如 下 


sinw,At = —v sin kâz. 
将 上 式微 分 ， 可 得 到 对 应 于 (4.86) 的 群 速度 
Ch = ArzcosKAzr/AtcoswhAt 


_ acoskAz 
(1 — v? sin? kAz)!/2 
与 盒 式 格式 时 一 样 ， 展 开 上 式 或 者 对 (4.94) 微分 ， 可 导出 真 解 波 型 的 群 速度 误差 ， 也 就 
是 说 ， 当 kAz 较 小 时 ， 群 速度 误差 大 约 是 (4.94) 给 出 的 相 误差 的 三 倍 . 在 另 一 个 极端 
kAz = 7 时 ， 群 速度 为 -a ， 这 即 是 伪 解 波 型 或 称 寄生 波 型 的 群 速 度 . 事实 上 ， 这 等 价 于 
在 kAz = 0 的 极限 情况 下 考虑 (4.93) 中 负 根 的 情形 ， 因 为 当 kAz 在 允许 范围 [0,27) 内 过 
历 ， 取 值 跨 过 7 点 时 ， 两 根 的 作用 将 发 生 改 变 . 
图 4-15 展示 了 用 蛙 跳 格 式 求解 带 有 方 波 和 高 斯 初始 值 的 模型 问题 时 ， 所 得 的 计算 结 
果 ， 其 中 我 们 采用 Lax-Wendroff 格式 计算 第 一 步 的 值 . 结果 清晰 地 表明 振荡 是 在 向 左 移 
动 ， 在 菜 些 方面 ,计算 结果 和 盒 式 格式 的 有 点 相似 ,但 这 里 振荡 的 移动 速度 与 网 格 尺 十 
无 关 ， 且 不 衰减 ， 所 以 在 这 种 情形 下 ， 必 须 通 过 某 种 形式 的 过 滤 来 抵消 之 . 


(4.96) 
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我 们 知道 从 熟悉 的 二 阶 微分 方程 可 以 推导 出 一 对 一 阶 方程 ， 当 把 蛙 跳 格式 应 用 到 这 
样 一 对 微分 方程 时 ， 其 真正 优势 才 发 挥 了 出 来 . 例如 对 于 波动 方程 

Utt = a Urz, (4.97) 

其 中 a 为 常数 . 若 引 进 变量 v= u 以 及 w= -auz ， 则 显然 它们 满足 方程 组 
ve +aWwr =0, ` 


(4.98) 


we + avy, = 0. 


- 


在 t= 0 时 


P 
j 


“t= 0.1 时 


P 
> 


在 t= 0.5 时 


L 
7 


:t= 1 时 
(a) 方 波 初 值 (b) 高 斯 初 什 


图 4-15 ” 蛙 跳 格式 求解 线性 对 流 方程 ， 其 中 At = Az = 0.02 
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考虑 到 此 时 各 微分 项 的 排列 方式 , 可 以 使 用 一 种 比 (4.91) 更 紧凑 的 交错 形式 的 蛙 跳 格 式 ， 
如 图 4-14(b) Pra, @V AW 在 不 同 的 点 取 值 ， 所 得 的 交错 格式 可 写 为 


yeeros WW 
j j j+1/2 j-1/2 _ 
Ai +a ee = 0, (4.99a) 
n+l _ rn +1/2 n+1/2 
Wina- Wi , Vier —Vi ao (4.99b) 
At Ag i i 
或 
ôV + vå, W = 0, ôW + vôs V = 0, (4.100) 
这 里 使 用 这 种 省 去 了 上 下 标的 记号 . 由 于 a 为 常数 ， 可 构造 傅 里 时 波 型 如 下 
(Vn-12, Wr) = "el (P, W), (4.101) 


KV AW 为 常量 ， 此 波 型 满足 方程 (4.99) 的 条 件 是 


Yai Sivan kás V 0 
2 = l (4.102) 
2iXzv sin FkAz Ael W 0 


这 就 要 求 上 式 中 和 矩阵 是 奇异 的 ， 于 是 有 ` 
A? — 2(1 — 2v? sin? SkAZ)A+ 1=0, (4.103) 
其 解 为 
a(k) = 1 — 2Qv?5? +2ivs[l — v?s?]!/2, (4.104) 
其 中 s = sin3kAz . 同样 地 ， 为 使 格式 稳定 ， 和 4+, 和 A- UMAR, AMER 
lv| < 1， 此 时 zl|=1. 其 相位 可 由 下 式 给 出 
arg\+ = sin”! [2vs(1 — v2s?)"/?| 


~ Ave [ 一 z0 ~ p?)é? +.. | ; (4.105) 


注意 到 将 方程 (4.92) 的 两 根 中 的 Ac 替换 为 3Az ， 再 平方 就 得 到 方程 (4.103) 的 两 根 ; 
所 以 ， (4.105) 就 相当 于 (4.94) ， 只 是 把 其 中 的 替换 成 了 tE. 这 两 种 波 型 都 是 真 解 波 
型 ， 它们 以 相同 的 速度 分 别 向 左右 两 个 方向 移动 ， 正 确 地 描述 了 波动 方程 的 解 的 行为 . 
另外 ， 还 可 注意 到 蛙 跳 格 式 的 精度 比 盒 式 格式 的 高 . 
把 | 
vet? = (unt! —UP)/At, Wi = -alU -UF AT 
代入 到 方程 (4.99) 或 (4.100) 中 ， 得 到 
(ô? — v62)UF =0, (4.106) 
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这 正 是 直接 用 中 心 差分 格式 逼近 二 阶 波动 方程 (4.97) 中 导数 而 得 到 的 满足 相 容 性 条 件 的 
最 简单 的 格式 . 者 从 方程 中 消去 V 或 W ,可 以 发 现 二 者 都 满足 二 阶 微分 方程 .下 一 节 我 
们 将 在 更 广阔 的 背景 下 ， 推 导出 该 格式 的 一 些 很 请 人 的 性 质 . 


4.10 ”哈密 顿 系统 与 辛 积分 格式 


交错 蛙 跳 格式 对 于 求解 波动 方程 具有 引 人 注 目的 效果 ,这 主要 是 因为 以 下 两 个 重要 
的 结构 上 的 性 质 ， 第 一 ， 波 动 方程 (4.97) 是 一 个 最 简单 的 哈密 顿 (Hamiltonian)PDE ， 第 
Z, 交错 蛙 跳 格式 是 一 个 最 常见 的 辛 积 分 格式 (symplectic integration scheme) . 过 去 几 年 ， 
将 两 者 结合 起 来 逼近 常 微分 方程 组 的 做 法 已 充分 展现 了 其 重要 性 . 但 直到 最 近 ， 这 种 思 
想 才 被 引入 到 PDE 领域 . 下 面 通过 交错 蛙 跳 格式 的 例子 介绍 一 些 主要 的 相关 内 容 ， 同 时 
还 将 说 明 合式 格式 也 具有 一 些 同 样 的 性 质 . 这 里 主要 采用 Leimkuhler 和 Reich(2004) 中 的 
术语 和 记号 . 

ODE 的 哈密 顿 系 统 最 早 源 自 哈 密 顿 1834 年 关于 动力 系统 运动 方程 的 公式 ， 后 人 将 
之 进行 了 大 量 推 广 , 并 对 其 主要 性 质 进 行 了 广泛 研究 . 令 ae RA PE 了 ”分别 表 示 “ 位 
置 ”* 和 “动量 ” 变量， 将 它们 并 在 一 起 记 为 z Hid Hla, p) = H(z): Rt x Rs 一 民 为 一 光 
滑 哈 密 顿 函数 (Harmiltonian function) ， 由 其 可 定义 ODE 方程 组 


s= (3 )=1 (We ) =v (4.107) 
p Hp 


Hp E A] 24 4446 & (canonical structure matrix) J 形式 如 下 


1 ( 0 4 sta (' A. 

—Iqg 0 Ig 0 

这 里 uE dE. mR HEEE ARREA, HERRARNA, 有 
时 也 用 Elz) 表示 之 . 事实 上 ， 考 虑 任意 函数 9 : R?4 一 及, 沿 着 任意 一 条 轨迹 都 有 


= (V2G)"% = (V29) JVsH =: {9,1}. eae 


符号 {9,H} 称 为 9 和 1t 的 泊 松 括号 Poisson bracket). 显然 它 是 反对 称 的 , 因而 当 9 =H 
时 等 于 零 . 另外 ,只 要 该 表达 式 为 零 , 那么 其 对 应 的 Gla p) 的 值 沿 轨迹 保持 不 变 , 此 时 ， 
称 9 为 一 个 运动 不 变量 (constant of the motion). Xt FEM" FMA, HE MAB I HA 
变量 . 

哈密 顿 系统 的 最 著名 的 例子 是 平面 单 摆 , eet d= 1 H H = 3p? 一 (g/L)cosg. 由 
H(q,p) = 常数, 可 知 , 其 轨迹 由 方程 组 4 = p,p = —(9/L) sing ih. 由 此 不 难 导出 , 在 (4p) 
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相 平 面 中 这 些 轨 迹 是 一 些 常见 的 闭合 曲线 ， 分 别 以 p = 0,g = 2m 为 中 心 ， 彼 此 被 鞍点 
p = 0,q = (2m 十 ])r 分 并. 
对 于 哈密 顿 系统 ， 比 存在 不 变 基 更 重要 的 性 质 是 , 其 轨迹 形成 的 相 流 的 结构 性 质 : 例 
如 , 在 标量 情形 d= 1 时 , 它 具 有 保 面 积 的 (area-preserving) 性 质 , 或 者 更 一 般 地 被 称 为 是 
辛 的 (symplectic) ， 为 讨论 相关 内 容 ， 还 里 需要 一 些 定义 . 一 个 一 般 的 映射 于 :RR?4 R? 
被 称 为 辛 的 ， 是 指 对 于 正则 结构 矩阵 JJ， 该 映射 的 雅 可 比 矩 阵 满 足 
wT Jv, =J}, (4.109) 
对 于 标 基 人 情形， 容易 计算 


b —ad ; 
若 Vz = j 则 TJY, = j UE EM ; 
c d ad — be 0 


于 是 ， 亚 是 辛 的 当 且 仅 当 det Y, =ad—be=1. AS VEGAS, HAH ze NCR? 
HZ 2—U(z)e NCR, RIE 


[aaa f derwede = f ae, 
多 2 2 


也 就 是 说 ， 映 射 是 保 面 积 的 ， 于 是 辛 性 质 就 是 面积 保持 性 质 到 d > 1 的 推广 . 


为 将 此 概念 用 到 由 微分 方程 积分 得 到 的 映射 上 去 ， 我 们 用 微分 几何 的 语言 引入 如 下 
EN: KY S: R?4 REH EER 上 的 微分 1- 形式 (differential one-form) 定义 为 


2d 
aj(é):= Vel €= > She. (4.110) 
i=l $ 


而 后 ， 对 两 个 函数 f 和 9 可 定义 微分 2- 形式 (differential two-form) ， 或 称 模 积 (wedge 
product), 如 下 
(df Adg)(€,m) := dg(€)df(n) — df(é)dg(n). (4.111) 


特别 地 ， 可 将 z = (ap) 的 分 量 函 数 z; 作为 了 代入 到 (4.110) F, 得 dzi(€) = 6; ， 再 把 所 
有 分 其 写成 向 量 形 式 dz = (dq, dp)? = (dz,dz2,...,dzoa)". 同样 不 难看 出 ， 若 分 别 把 形 
变 变 量 z = T(z) 的 分 量 代 入 到 (4.110) 中 ， 则 得 到 

da(€) = V,dz(€é) = V2é. (4.112) 


更 进一步 ， 把 这 些 分 量 代入 到 (4.111) ， 可 以 定义 模 积 


d 
dq A dp := S .dei A dpi. (4.113) 


t=1 


事实 证 明 ， 正 是 其 保持 守恒 才 是 哈密 顿 系 统 的 关键 性 质 . 
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首先 ， 像 标 基 情形 那样 ， 计 算 可 得 
ETJ n = (dq’(€), dp” (€))J~*(dq(n), dp(7))7 


d 
》 [dpi(é) dq;(n) — da: (£) dp;(n)] 
i=l 


d 
= > dai A dp; = dq A dp. (4.114) 


然后 ， 对 (4.109) RAR EHR m9 ,将 结果 与 (4.112) 和 (4.114) 联 立 所 得 的 结果 对 照 ， 可 
立即 推出 以 下 结论 ， (q, p) 到 (å, D) 的 映射 是 辛 的 当 且 仅 当 

dq ^ dô = dq ^ dp. (4.115) 
哈密 顿 系 统 的 相 流 是 辛 的 ， 这 个 基本 结果 可 从 (4.109) 直接 推出 ,而 (4.115) 对 描述 相 流 是 
至 关 重 要 的 . 

用 于 通 近 ODE 方程 组 的 数值 方法 , 若 保持 这 些 性 质 , 则 称 之 为 辛 积分 格式 (symplectic 
integration scheme) ,或 者 更 一 般 地 ， 几何 积分 子 (geometric integrator)( 参 见 Hairer, Lubich 
和 Wanner(2002)). 辛 积分 格式 中 最 简单 的 当 属 与 蛙 跳 格式 一 样 具 有 交错 结构 的 格式 了 ， 
为 简单 起 见 ， 我 们 先 来 讨论 标量 ， 即 d= 1 的 情形 ， 此 时 交替 使 用 下 面 两 个 方程 

qth = gq"+AtHp(g", p™*"”?) 
ger? = A) (4.116) 
如 果 与 单 摆 的 情形 一 样 ，7t RRF p, Ha 只 依赖 于 g ， 则 上 式 为 显 式 格式 ; 而 对 更 
一 般 的 情形 ， 其 为 隐 式 格式 . 在 任何 一 种 情况 下 ， 对 上 式 求 微分 ， 得 到 
dgqn"+l = dq" +At [Mpa dq” + Hpp dp"*!/ ?| 


dp"+!/2 = dp“? — At [Haq dg” + Hap dp] , (4.117) 


这 里 我 们 省 略 了 (4.116) 式 中 出 现 的 哈密 顿 函数 的 变 基 . 现 把 第 一 个 方程 两 边 与 dp? 11”? 做 
ME, 并 只 把 含有 dg 的 项 中 的 dp"+ 2 用 第 二 个 方程 代入 ; 由 反对 称 性 可 知 dg” A Hy, da” 
和 Hpp dpt? adp t! WẸ; 因此 ， 消 去 零 项 得 到 


dgn+1 A dpn+17? dq” A [dp"-1/? 3 AtHgp dp*1/2] 
+AtHpg dg” A dpn+1/2. (4.118) 
& At 的 两 个 项 相互 抵消 ， 于 是 得 到 离散 形式 的 辛 性 质 
dg”+! A dp"+1/2 = dq” A dpn-1/2. (4.119) 


若 对 维 数 d > 1 的 情形 重复 上 述 整个 过 程 ， 也 可 得 到 同样 的 结果 . 这 是 因为 ， 从 (4.111) 
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和 (4.113) 的 定义 中 容易 看 出 ， 对 任意 的 矩阵 4 有 

da A (Adb) = (A? da) A db, 
TE, 若 4 对 称 且 a=b， 则 由 横 积 的 反对 称 性 可 知 其 结果 为 零 ， 这样 就 可 同样 地 消去 
一 些 项 了 . 

在 有 关 ODE 的 文献 中 ， 这 种 交错 蛙 跳 格式 通常 被 称 为 St6rmer-Verlet 方法 ， 它 与 常 
用 的 不 对 称 欧 拉 方 法 的 区 别 仅 在 于 上 标的 标注 . 在 解决 哈密 顿 ODE 方程 组 的 长 时 间 积 
分 问题 时 ， 该 方法 具有 很 好 的 有 效 性 ， 这 在 已 引用 的 文献 中 都 可 看 到 . 

把 这 些 思想 应 用 到 PDE 上 是 最 近 的 事情 ， 其 中 有 几 种 不 同 的 方法 : 一 种 方法 是 先 对 
空间 离散 得 到 一 组 哈密 顿 ODE , 再 对 之 直接 用 上 述 方法 . 为 实现 第 一 步 , 人 们 日 益 感 兴趣 
的 是 用 无 网 格 方法 或 者 质点 法 (particle method) , 但 本 书 没有 涉及 也 不 准备 涉及 质点 法 ; 
另外 , 也 可 先 在 空间 上 离散 ， 然 后 用 “ 线 法 ” (method of line) 在 时 间 上 积分 , 但 这 里 也 不 
考虑 之 . 一 个 更 基本 的 公式 是 由 Bridges! 建立 的 , 该 公式 导出 一 个 F # (multi-symplectic) 
PDE ， 将 (4.107) 推广 为 如 下 形式 

Kz; + Lz, = Vz5(z), (4.120) 
其 中 长 和 工 为 反对 称 常数 矩阵 . 然而 ,这 两 个 矩阵 及 其 线性 组 合 通常 是 奇异 的 ， 而且 如 
何 将 所 给 系统 写成 这 种 形式 并 不 显然 ， 因此 ， 对 波动 方程 ， 我 们 将 用 一 个 更 直接 的 方法 
推广 (4.97) 和 (4.98) . 

假定 存在 险 密 顿 函数 (u,v), 它 是 一 个 关于 空间 变量 的 积分 ， 被 积 函数 是 关于 丸和 
v 及 其 导数 的 函数 . 然后 ， 为 导出 哈密 顿 PDE ,我 们 定义 HW 变 分 导数 (variational 
derivative). 例如， 考虑 


H(u,v) = f Ele ae -- ii je + gluz) + 50 dz, (4.121) 


这 里 并 未 指定 方程 成 立 的 以 及 4 和 wv 定义 的 具体 区 间 ; 被 积 函 数 El, t) 称 为 能 基 密 度 . 
一 个 泛 函 Glu) 的 变 分 导数 由 以 下 关系 式 定 义 


f ESAn = lim 
利用 上 式 对 (4.121) 求 变 分 导数 ， 假 定 边界 条 件 保证 了 任何 边界 项 都 为 零 ， 就 有 


finu, v)(duj)dz = lim e~? fia + edu) — f(u) + g((u + côu)z) — g(uz)| dz 


Glu + edu) — Glu) 


€ 


= firs + g'(ux)(ĝu)z| dz = frw — Org (ur)|duda. 


1 Bridges, T.J.(1997), Multi-symplectic structure and wave propagation, Math. Proc. Camb. Philos. Soc.121, 
147-90. 
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比较 上 式 两 边 ， 推 知 
butt(u,v) = f'(u) — Org (uz). (4.122) 
由 此 得 到 的 哈密 顿 PDE 为 
(*)-( 0 W (4.123) 
Vt -1 0 ôH 
亦 即 
ut =v, Uy = rg (ur) — f’(u). (4.124) 


另外 ， 从 这 些 方程 中 可 以 推出 形 如 Eet Fe = 0D RETR: XF (4.121) 式 的 
能 其 密度 求 导 ， 并 将 (4.124) 代入 ， 消 去 并 且 合 并 同类 项 ， 得 
E = f'(ujut+g'(uc)uz + v[Ozrg'(uz) — f'(u)| 
= [vg’(uz)], =: —Fz- (4.125) 
变革 F (x,t) = —vg'(ur) RA RE Hh i. 
例如 , + f=08 gluz) = (au), EF a HAZ. ABA (4.124) 化 为 
Ut =v, Vt =Q? Urr, (4.126) 
AFN RRA E (4.97). Zid w = -auz , 则 可 得 到 一 对 一 阶 方程 (4.98) ， 我 们 
在 第 4.9 节 曾 用 交错 差分 格式 求解 之 . 而且， 因为 vg'(wz) = vau: = —avw ， 局 部 能 量 守 
恒 律 变 为 
Ee + "| + [avu], = 0, (4.127) 
上 式 也 可 由 (4.98) 直接 推导 出 . 这 里 要 证 明 的 是 , 正 是 这 种 局 部 性 质 被 交错 蛙 跳 格式 以 离 
散 形 式 在 整个 计算 过 程 中 得 到 保持 . 而 这 也 可 被 认为 是 该 格式 辛 性 质 的 最 简单 的 推论 ， 
对 应 了 ODE 情形 能 量 在 运动 中 保持 不 变 的 性 质 . 为 得 到 攀 积 关系 式 (4.119), ， 则 需要 对 
空间 变量 积分 或 求 和 ， 已 超出 了 本 书 的 范围 . 
利用 (4.100) 中 引进 的 简约 符号 以 及 (4.79) 式 中 定义 的 平均 算 子 ， 可 得 
(juV)(6V) = 2(V+ +V-)(Vt-V-)= iG Va. 
于 是 ， 由 (4.100) 中 的 两 个 方程 可 得 到 
6x15 (V? F w°?)] +v[(ueV)(62W) + (ueW)(62V)] = 0. (4.128) 
上 式 中 第 一 项 显然 表示 能 量 在 某 一 时 间 步 上 的 差分 , 事实 上 还 除了 At ,这 在 第 二 项 的 因 


子 v 中 体现 ; RPEN, V, WA (Ar) 都 成 正比 , 但 是 ， 由 此 并 不 能 明显 地 
看 出 该 项 就 是 能 量 通 基 的 差分 . 为 表明 其 确实 就 是 能 基 的 差分 ， 需 要 恢复 其 上 下 标 ， 返 
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过 来 考虑 格式 的 完整 形式 (4.99) ， 并 参考 图 4-14(b) 的 交错 型 网 格 . 先 写 出 (4.128) 式 中 的 
能 其 差分 AE, 其 具体 形式 如 下 


ie n som ‘ 
AE =; [ov +1/2)2 + (Wi | -3 [Ww 1/2)2 + (Wh, Sd . (4.129) 
然后 ， 也 可 写 出 相应 的 通 基 差分 AF ,消去 项 V+ Wr 并 整理 ， 得 
一 1 n n— n n 
a AF = 5 (v; Ha + V; a (Wha B Waya) 


1 1 +1/2 1/2 
+5 ae + W172 ) (vj 2 ad / ) 


2 


oe, n+1/2 41/2 1 
~ als Wyaiy2 + Vier Wi412 + Vit1 wit,| 


1 +1/2 +1/2 ~1/2 < 
-3 [VW t OW aya + VY Wa]. (4130) 


上 式 看 上 去 极其 复杂 ,但 从 图 4-14(b) 中 却 可 得 到 简单 明了 的 解释 : 若 连 结 每 个 乘积 中 V 
取 值 的 点 和 W 取 值 的 点 ， 可 以 发 现 第 一 个 括号 中 给 出 了 从 n-i) 绕 到 (j 十 3,n 十 1) 经 
过 的 “ 斜 置 ' 矩形 的 两 条 边 ， 另 一 个 括号 中 则 给 出 了 该 矩形 的 另 两 条 边 (hee im 
图 中 点 线 所 示 ). 

由 差分 表达 式 (4.129) 和 (4.130) 可 看 出 ， (4.128) 确实 就 是 所 需要 的 局 部 守恒 形式 ， 
然而 最 好 将 之 写成 以 下 形式 

AEAz+ AFAt = 0; (4.131) 

因为 此 式 正 表示 守恒 律 B+ = 0 在 上 述 斜 置 矩 形 上 的 积分 ， 严格 地 说 ， 是 利用 高 斯 
散 度 定理 得 到 的 Fdt - Edr 沿 周边 的 线 积分 ， 例如， 将 被 积 函 数 Gv? 从 (j 十 妆 ,n 十 1) 至 
(j-4,n), 再 到 (+i n) 积分 给 出 了 (4.129) 中 (V) 项 的 差分 ; 而 再 继续 沿边 界 积分 , 直到 
返回 (j+4,n+1), 这 一 过 程 对 整体 没有 贡献 , 因为 此 时 z 的 静 位 移 为 零 . 相似 地 , RR K 
数 avw 从 (j 十 3,n) 到 (j 十 部 n 十 1) 积分 , 给 出 (4.130) 中 的 项 AANA a T WE h 
而 在 前 面 的 几 段 边 上 ， 从 (7 —-4,n) Utin 积分 ， 得 到 式 中 第 一 项 和 最 后 一 项 的 和 为 
BV (Wea — Wha) - 


已 有 论文 显示 盒 式 格式 也 具有 多 辛 性 质 ! ， 作为 本 节 的 结束 ， 这 里 只 指出 被 用 于 求 
解 波动 方程 组 时 ， 盒 式 格式 满足 一 种 简单 形式 的 能 量 守恒 律 . 利用 (4.80) 的 简约 符号 ， 


可 将 该 格式 写 为 
GHzV +vormW =0, thW + virpV = 0. (4.132) 


1 Zhao, P.F. and Quin, M.Z. (2000), Multisymplectic geometry and multisymplectic Preissmann scheme for 
the KdV equation, J. Phys. A 33,3613-26. 
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然后 ， 使 用 与 推导 (4.128) 同样 的 方法 ， 可 以 推出 


615 [(ueV)? + (haW)?] +v [purha V) (ös W) + (ppa W) (zu V)] = 0. (4.133) 
容易 验证 
(uzA)(52B) + (u2B)(62A) = 5 [(At +A-)(Bt - B5) 
+ (Bt + B-)(A* — A` ))] 
= 4+B+ -4-B- =6,(AB). (4.134) 
所 以 可 以 推出 
85 [UV)2 + (ueW)?] + vôs [i V) W)] = 0, (4.135) 


这 是 原始 网 格 盒子 区 域 上 自然 的 能 量 守 恒 律 . 


4.11 相 误 差 和 振幅 误差 的 比较 


现在 我 们 再 次 使 用 健 里 叶 分 析 ， 并 由 此 比较 本 章 引 进 的 各 种 差分 格式 . 如 前 所 知 ， 
当 w= -ak 时 ， 傅 里 叶 波 型 ula, t) =e OOO 是 常 系数 微分 方程 w + au. = 0 的 精确 解 . 
此 波 型 的 振幅 不 会 衰减 ， 而 在 每 一 时 间 步 中 其 相位 的 增长 量 为 wAt = -akAt . 此 方程 的 
数值 格式 具有 形 如 Are MIS” 的 解 ， 其 中 入 (k) 是 ,At 和 Ar 的 函数 . 在 每 一 时 间 步 ， 该 波 
型 变 为 原来 的 入 倍 ， 其 中 和 为 复数 . 和 的 模 决 定 了 格式 的 稳定 性 : FIA) > 1 + 0(At), 
格式 不 稳定 ， 若 | 和 | < 1 ， 则 对 应 的 波 型 将 有 衰减 . 数值 解 对 精确 解 的 相对 相位 是 指 下 面 


的 比例 
argA _ arg 和 \ 
-akât v€’ 


其 中 ££=kAz 并且 v= aAt/Az. 


4-16 显示 了 | 和 | 作为 € 的 函数 的 图 像 , 对 应 于 我 们 讨论 过 的 四 种 格式 的 其 中 两 种 , 图 
4-17 则 给 出 了 这 四 种 格式 的 相对 相位 的 图 像 . 当 & 很 小 时 , 这 些 量 都 很 接近 于 单位 1, 而 
这 些 量 对 于 1 的 偏离 程度 则 是 格式 中 数值 误差 的 一 种 基 度 . 这 里 我 们 给 出 的 是 0< EE T 
区 间 上 的 图 像 尽管 只 有 区 间 [0, #7] 上 的 相位 误差 才 有 比较 重要 的 意义 ， 其 原因 是 更 高 
频率 的 振荡 一 般 不 能 在 网 格 上 较 好 地 表示 出 来 . 当 v < 1 时, 盒 式 格 式 和 蛙 跳 格式 没有 
衰减 ， 所 以 它们 的 | 和 | 的 图 像 被 省 略 ， 对 迎风 格式 和 Lax-Wendroff 格式 , 分 别 给 出 了 一 条 
v > 1 时 的 变化 曲线 ， 以 展示 不 稳定 时 的 情形 . 

图 4-17 清楚 地 显示 了 wv < 1 时， 盒 式 格式 相位 有 所 超前 ， Lax-Wendrof 格式 和 蛙 跳 
格式 的 相位 有 所 滞后 . 当 上 值 较 小 时 ， Lax-Wendroff 格式 和 蛙 跳 格式 的 相对 相位 几乎 一 


110 第 4 章 一 维 双 曲 型 方程 


0.25, 0.75 


0.5 5 


hn 下 hn m 


迎风 格式 Lax-Wendroff KÑ 


4-16 傅 里 时 波 型 的 增长 因子 , 自 变量 为 € RP v = 
0.25, 0.5,0.75 和 1.25 ,注意 到 迎风 格式 的 相应 于 v = 0.25 M v = 0.75 的 
曲线 重合 


样 ， 而 盒 式 格式 的 相对 相位 误差 之 模 几 乎 是 它们 的 一 半 , 但 除了 vw 接近 于 单位 1 的 情形 ， 
盒 式 格式 的 相对 相位 的 增长 速度 比 前 两 者 大 得 多 . 同时 也 可 注意 到 ， 蛙 跳 格式 的 相对 相 
位 受 v 的 影响 很 小 . 在 图 418 中 ， 给 出 了 迎风 格式 和 Lax-Wendroff 格式 的 复 增长 因子 
入 作为 € 的 函数 在 复 平面 内 的 极 坐 标 轨迹 . 真 解 对 应 的 因子 为 e'“ ， 其 在 复 平 面 的 轨迹 
是 单位 圆 ， 图 中 给 出 了 0 < € < 7 时 的 图 像 并 且 每 隔 #7 都 标记 了 一 个 点 .所 给 的 曲线 
是 v= 0.75 时 情形 . 

对 于 盒 式 格式 和 蛙 跳 格式 ， 这 样 的 轨迹 图 像 用 处 不 大 ， 因 为 此 时 所 有 的 点 都 仍 在 单 
位 圆 上 ; 不 过 , 我 们 可 画 出 其 相对 群 速度 Ch/a, 两 者 各 自 对 应 的 公式 是 (4.87) 及 (4.96) . 
图 4-19 给 出 了 不 同 v 值 时 ， 这 两 种 格式 的 群 速度 的 情况 . 


4.12 边界 条 件 与 守恒 性 质 


除了 与 微分 方程 对 应 的 边界 条 件 外 ， Lax-Wendroff 格式 和 非 交 错 蛙 跳 格 式 都 需要 额 
外 的 边界 条 件 . 事实 上 ,为 计算 UY 的 值 , 需要 上 一 时 间 层 上 的 j 一 1 和 j+ 两 点 上 的 
值 ， 而 这 只 有 当 zj 为 内 点 时 ,这 些 所 需 的 值 才 都 已 经 存在 . 因此 ， 对 于 定义 在 区 间 (0,1) 
上 的 对 流 方程 ,其 中 a > 0 ,格式 不 仅 需 要 微分 方程 提供 的 左边 界 条 件 ， 而且 还 需要 一 
个 右边 界 条 件 . 对 于 方程 组 ， 需 要 对 每 个 方程 的 差分 格式 都 给 出 两 个 边界 条 件 ， 而 不 仅 
仅 是 通常 所 给 的 微分 方程 组 的 一 个 边界 条 件 . 盒 式 格式 与 交错 型 蛙 跳 格式 的 一 个 优点 就 
是 它们 不 需要 额外 的 边界 条 件 . 事实 上 ， 对 于 波动 方程 ， 若 左右 各 给 一 个 边界 条 件 ， 分 
别 给 出 v 和 w 的 某 一 值 ， 则 交错 蛙 跳 格式 就 可 以 顺利 地 进行 下 去 . 
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于 是 ， 下 面 就 可 以 提出 这 样 的 问题 : 应 如 何 推导 出 这 些 所 需 的 额外 的 边界 条 件 呢 ? 
所 给 出 的 这 些 条 件 对 格式 的 性 质 将 会 产生 怎样 的 影响 呢 ? 一 般 地 说 ， 可 用 两 种 方法 给 出 
这 些 额外 的 边界 条 件 ， 也 有 两 种 方法 用 以 检测 所 给 边界 条 件 对 格式 的 稳定 性 和 精度 的 影 
响 . 差分 格式 和 微分 方程 组 的 边界 条 件 之 所 以 有 差别 , 主要 是 因为 后 者 一 部 分 特征 线 指向 
了 边界 外 部 . 因此 ， 最 好 通过 逼近 相应 的 特征 线 方 程 来 推导 这 些 额 外 的 数值 边界 条 件 . 
例如 ， 对 于 对 流 方程 ， 就 可 以 利用 迎风 格式 (4.20) 来 计算 Lax-Wendrof 格式 和 非 交 错 蛙 
跳 格式 的 最 后 一 个 点 上 的 值 . 

但 是 对 于 方程 组 的 情形 ， 这 种 办 法 需要 求 出 方程 组 的 正规 特征 分 解 (characteristic 
normal form) ， 这 就 需要 求 出 边界 点 上 和 雅 可 比 和 矩阵 的 全 部 特征 值 和 特征 向 量 . 一 个 更 简易 
的 替代 方法 是 将 每 个 未 知 量 的 一 阶 差 分 (或 更 高 阶 差分 ) 简单 地 置 为 零 ， 这 样 ， 右 边界 处 
的 一 个 典型 的 选择 是 令 UG = Uj. 

分 析 这 些 额外 边界 条 件 影响 的 最 精确 的 方法 ， 是 考察 这 些 条 件 对 传 向 边界 的 波 的 反 


相对 相位 


僵 式 格式 蛙 跳 格 式 


图 4-17 傅 里 叶 波 型 的 相对 相位 ， 自 变量 为 《 ， 其 中 了 = 0.25,0.5 和 0.75; 
蛙 跳 格式 的 三 条 曲线 非常 接近 ， 它 们 随 v 增 大 而 增 大 
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迎风 格式 Lax-Wendroff 格式 
图 4-18 v=0.75 时 复 增长 因子 的 轨迹 ;点 线 对 应 于 真 解 
16 1 


10 


一 1 
7 0 
盒 式 格式 蛙 跳 格式 


图 4-19 合式 格式 和 蛙 跳 格式 的 群 速度 ， 其 中 v = 0.25,0.5,0.75 


射 与 传播 的 影响 作用 . 我 们 已 经 知道 , 非 交 错 蛙 跳 格式 存在 伪 解 波 型 ,因此 , 应 当 保 证 真 
解 波 型 传播 到 边界 时 ， 不 能 产生 反射 到 区 域内 部 中 的 伪 解 波 型 . 这 样 的 分 析 非 常 有 效 ， 


但 也 相当 复杂 ， 完 整 的 讨论 超出 了 本 书 的 范围 . 本 节 后 一 部 分 将 用 这 种 方法 分 析 一 个 特 
定 的 例子 . 


另 一 个 方法 是 选择 边界 条 件 时 应 尽量 使 差分 格式 具有 与 微分 方程 相似 的 守恒 性 质 . 
事实 上 ， 若 微分 方程 (4.46) 定义 在 单位 区 间 内 ， 且 满足 wu(0,t) =0， 则 可 得 到 


1 1 1 
S f uie tyde = I E f fad = f(u(0,t)) — f(u(1,¢)). (4.136) 
对 于 两 步 Lax-Wendrof 格式 (4.65) ， 对 应 的 关系 应 是 


ar o - U?) = At [FU - HO ail: (4.137) 
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选择 两 边 的 边界 条 件 时 应 该 使 (4.137) 是 (4.136) 的 一 个 很 好 的 近似 . 下 章 将 对 这 种 思想 
做 更 多 的 阐述 . 
这 里 给 出 一 个 有 关 波 在 边界 上 传播 和 反射 的 例子 , 对 于 方程 组 utav: = 0, vt 十 auz = 
0 ， 其 中 a 是 常数 ， 给 定 左 边 zx = 0 的 边界 条 件 ， 并 用 非 交 错 蛙 跳 格 式 逼 近 它 .上述 波动 
方程 组 有 两 组 解 波 型 ， 一 组 对 应 于 左 行 波 ， 记 为 
up = e-ik(z 一 ab， yp = ei k(z—at), (4.138) 
另 一 组 对 应 于 右 行 波 ， 记 为 


— nik(zr+at 
up =e ( ) ， 


vy = 一 eik(z+ob) (4.139) 
若 zx=0 处 的 边界 条 件 是 v= 0 ,那么 形 如 tu = Alur + uL) v = Art vr) 的 表达 式 都 满 
足 差分 方程 和 边界 条 件 . 现在 我 们 对 峙 跳 式 差分 方程 给 出 适当 的 边界 条 件 ， 构 造 出 具有 
相似 形式 的 解 . 

对 差分 方程 ， 我 们 不 能 假定 其 波 型 解 具 有 指数 形式 ， 对 某 对 (A, u), 而 应 假定 它们 具 
有 以 下 形式 


U? = Mw, Vr= NV, (4.140) 

将 之 代 到 如 下 差分 格式 中 
UP 一 UTC 一)=0， (4.141a) 
VV + (UR, — Uf) = 0, (4.141b) 


其 中 v=aAt/Az ， 从 而 得 到 代数 方程 组 


A VAER ) ( A ) =0. (4.142) 
vp? 一 1) (X —1)u V 
为 使 上 式 具 有 非 平凡 解 ， (和 ,4) 必须 使 其 系数 矩阵 行列 式 为 零 ， 即 满足 以 下 方程 

(A? 一 1D212 -X (p? — 1)? =0. (4.143) 


若 固定 x ， (4.142) 和 (4.143) 2 Bors) RE. 例如 ， 对 于 求解 波动 方程 
的 交错 蛙 跳 格式 ， 相 应 的 方程 为 (4.102) 和 (4.103). 然而 ， 为 了 研究 边界 上 的 情形 ,更 好 
的 方式 是 固定 入 (从 而 固定 了 关于 tee) 而 考虑 由 4 值 确定 的 空间 波 型 .可 以 看 出 
(4.143) 有 四 个 解 ， 它 们 排列 得 非常 对 称 . 事实 上 ， (4.143) 可 改写 为 

pt —2 h 十 S| w +1=0, (4.144) 


把 妇 看 成 未 知 量 ， 上 式 是 一 个 二 次 方程 ， 其 根 乘积 是 1; 若 记 7 = (XY 一 1)/v 和 ， 则 可 得 


i 1 士 1/2 
p=t i + i 一 人 (1 十 1e] ; (4.145) 
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现 考虑 能 在 网 格 上 得 到 很 好 通 近 的 低频 波 型 , 与 (4.138) 比较 , 令 A meitat y 1+ikaAt, 
于 是 有 ~ ~ ikAa.y 较 小 时 ， 由 (4.145) 得 到 
pw t(1—y)*/?, 470. (4.146) 
因此 (1-7) xeka, 并且 它 对 应 于 一 个 右 行 真 解 波 型 ， (1-7)-Y2 对 应 于 一 个 左 行 
真 解 波 型 ,而 -(1-?)+V2 则 对 应 于 蛙 跳 格式 的 两 个 伪 解 波 型 ,对 每 个 入,， 记 这 些 相 应 的 
WH jaT, HLT HRS;HLS ， 它 们 之 间 的 关系 为 
HRS = —HRT, HLS = HLT 三 一 1/NRT- (4.147) 
只 要 再 给 定时 间 变 差 ， 我 们 就 可 以 由 它们 的 组 合 构造 解 . 
从 (4.142) 式 可 知 ， 对 于 每 个 jy ， 相 应 的 特征 向 基 满 足 
U:V=(1—p?): uy, (4.148) 
并 且 若 已 给 定 两 左 行 波 的 振幅 ， 则 由 两 个 所 需 的 边界 条 件 就 可 以 决定 右 行 波 的 振幅 . E 
定 左 行 真 解 波 型 的 振幅 为 1 ， 并 且 不 存在 任何 伪 解 波 型 的 噪声 ;那么 对 方程 (4.141) ,我 
们 有 如 下 形式 的 解 


U? j Ur ; Urr Urs 
4 = 和 na/ a + aps pi + BW a , 4.149 
( Ve ) | ir ( Vir ter ( Vier es Vrs 


其 中 a 和 68 要 由 边界 条 件 确定 . 与 真 解 最 匹配 的 结果 是 令 上 式 中 的 ae=1,8=0， 此 时 
不 存在 由 于 波 的 反射 而 产生 的 伪 解 波 型 ， Mastsunol 构造 的 关于 数值 天 气 预 报 的 格式 就 
取 到 了 这 样 的 效果 . 下 面 的 讨论 与 处 理 格式 (2.109) 时 的 讨论 相似 ， 我 们 曾 用 这 种 方法 处 
理 热流 的 诺 伊 最 边界 条 件 ， 在 第 2.14 节 还 用 同样 的 方法 推导 了 一 些 守恒 性 质 . 令 

Uy —U~=0, V+Vr=0. (4.150) 
上 式 第 二 个 条 件 是 初始 边界 条 件 v = 0 的 近似 , 而 第 一 个 则 是 将 差分 置 为 零 . 把 (4.149) 
正则 化 , 使 六 rz = Orr = Ors = 1, 则 由 第 一 个 边界 条 件 得 


(1— aLr) +a(1 — urr) + (1 — urs) = 0, (4.151) 
将 (4.147) 代入 ， 得 
(1 — 1/urT)+a(1 — urr) + B(1 + rT) = 0. (4.152) 
相似 地 ， 由 第 二 个 边界 条 件 得 
(1+1/urr)Vir + (1 + urT)Vrr + B(1 — uRr)Vrs = 0. (4.153) 
从 (4.148) 算出 V 并 代入 该 方程 ， 并 利用 恒等式 
lp ___ E” Pee | ae a 
OPT T=? ae T 1 


1 Matsuno, T.(1966), False reflection of waves at the boundary due to the use of finite differences, J. Meteorol. 
Soc. Japan 44(2), 145-57. 
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再 约 去 公 因 式 yrr/(l-puRr), A 


-(1 + 1/urr) +a(1 + urr) — (1 — prT)=0. (4.155) 
最 后 ， 联 立 (4.152) 和 (4.155), 448 
a=1/krr, B=0, (4.156) 


这 表明 没有 产生 右 行 的 擅 解 波 型 .另外 也 可 看 出 了 = 立时， 向 左 布 方向 传播 的 真 解 波 型 
具有 相同 的 振幅 ， 事 实 上 ， 由 (4.152) 和 (4.147) 即 可 知 uyr = apse - 

对 这 个 例子 ， 我 们 给 出 了 很 多 分 析 细 节 ， 部 分 是 因为 这 种 分 析 方 法 可 以 应 用 到 其 他 
问题 以 及 其 他 格式 中 去 (例如 对 于 Lax-Wendroff KA, 边界 条 件 (4.150) 也 很 有 效 )， 还 因 
为 这 种 分 析 方 法 与 由 边界 条 件 选 择 失 当 所 产生 的 不 稳定 性 的 一 般 分 析 方 法 属于 同类 ( 参 
考 书 日 见 本 章 注 记 以 及 第 5.10 节 ) . 


4.13 高 维 情形 


从 某 些 方面 来 讲 , 将 本 章 的 方法 推广 到 二 维和 三 维 情形 比 第 2、3 章 中 的 抛物 型 方程 
要 容易 一 些 . 原因 主要 是 : 对 于 双 曲 型 方程 我 们 通常 不 用 也 不 必要 使 用 隐 式 格式 ,这 是 因 
为 显 式 格式 的 稳定 性 条 件 At = O(Az) 并 不 苛刻 ， 且 为 保证 格式 的 精度 也 常 令 At 和 Ar 
大 小 差不多 ; 另外 对 于 重要 的 几 类 问题 ,比如 数值 天 气 预 报 ， 区域 通 常 是 周期 性 的 ， 并 不 
需 处 理 很 难 的 曲 边 边界 . 尽管 如 此 ， 多 维 双 曲 型 方程 的 理论 发 展 得 还 远 远 不 够 充分 ， 而 
且 一 维 情形 时 某 些 特定 格式 的 一 些 诱 人 的 性 质 常常 不 能 推广 到 二 维 或 高 维 情形 ， 而 且 ， 
某 些 时 候 用 隐 式 方法 比较 有 利 时 ， 构 造 其 产生 的 代数 方程 组 的 快速 算法 却 很 不 容易 ( 参 
见 第 7 章 ) . 

一 个 典型 的 方程 组 是 (4.5) 和 (4.9) 的 自然 推广 ， 可 表示 为 

ðu _ðf(u) | agu) y 


+M 


= + 一 ae (4.157) 


以 及 

u: + A(u)u, + B(u)u, = 0, (4.158) 
其 中 雅 可 比 矩 阵 4= Of/du, B= 0g/du 由 通 量 函数 f 和 g 导出 ,由 (4.90) 推广 得 到 的 
非 交错 蛙 跳 格式 可 立即 写 出 ， 且 通过 傅 里 叶 分 析 ， 可 给 出 标量 情形 的 稳定 性 条 件 
aAt bAt 
Ar| |Ay 
交错 蛙 跳 格式 可 以 按 不 同 的 方式 推广 ， 且 给 出 不 同 的 稳定 性 条 件 (参见 习题 10). 


相似 地 ，Lax-Wendrof 格式 可 简单 地 进行 推广 , 其 推广 方式 也 会 影响 到 稳定 性 条 件 . 


gi: (4.159) 
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例如 ， 一 个 广泛 使 用 的 两 步 格式 可 写成 如 下 形式 


n+1/2 At At xa , 
Eile pene = wmu- (Zna, E+ Ay 5 Mardy c)| (4.160) 
i+1/2,j+1/2 
U"t! =U", — |p, 6, . l 
i,j Ur; Feo Ay —— Hzr0 vej, (4.161) 


为 方便 ， 其 中 引入 了 平均 记号 wig = Uii + Ui-112;) . 对 标量 情形 ， 其 稳定 性 条 


件 为 
2 2 
的 :的 | sw 
对 于 速度 向 量 为 (a,b) 的 波 ， 这 是 CFL 条 件 到 高 维 情形 的 最 自然 的 推广 
如 第 4.7 节 所 示 , 该 格式 是 有 限 体积 格式 一 个 很 好 的 例子 ; 而 且 更 新 步 (4.161) 不 仅 对 
Lax-Wendroff 格式 ,而 且 还 对 其 他 格式 有 价值 ， 另 外, 可 以 将 之 推广 到 如 图 1-1 和 图 1-2 所 
示 的 四 边 形 网 格 中 去 . 在 这 样 的 网 格 上 ， U 表示 与 质心 相对 应 的 单元 平均 ， 而 (4.161) 
中 的 数值 通 量 则 需要 在 单元 顶点 上 求 值 . 事实 上 , 假定 a 表示 绕 单元 逆 时 针 旋 转 的 循环 


坐标 ， 仿 (4.66) 所 做 ， 先 利用 高 斯 散 度 定理 ， 再 对 (4.157) 中 的 通 量 项 在 (i,j) 单元 上 积 
分 . 且 对 边界 上 的 积分 应 用 梯形 准则 ， 得 


Th 了 1 
In = Us;) 十 zat > {[Fari + Fa] (Ya+ı — Ya) 
a 


~ + Ge) @ai—ta =. (4.163) 
这 里 单元 面积 Ql 可 通过 在 单元 上 对 div(z,0) 求 积分 得 到 ) 为 


1 
IMigl=5 X (zao+l + Za)(Ya+1 — Ya). 


也 请 注意 ， 对 三 角形 区 域 也 可 推出 相似 的 公式 . 于 是 也 可 将 之 推广 到 由 四 边 形 和 三 角形 
组 成 的 网 格 上 . 

上 述 过 程 中 ,， 较 困难 的 一 步 是 计算 中 间 时 间 层 n+ 顶点 上 的 通 量 . 在 Lax-Wendroff 
格式 中 使 用 了 (4.160) ， 我 们 可 以 通过 以 下 方式 将 之 推广 , 在 由 某 顶 点 周围 四 个 单元 的 中 
心 组 成 的 四 边 形 上 积分 , 得 到 相应 的 表达 式 . 但 是 因为 Lax-Wendrof 通 量 可 能 引起 振 葛 ， 
所 以 我 们 不 能 肯定 这 种 方法 会 很 有 效 ， 因 此 我 们 更 愿意 把 4.7 节 中 构造 的 TVD 通 基 扩展 
到 二 维 情形 .然而 ， 对 大 多 数 双 曲 方程 组 来 说 ， 和 矩阵 4 和 B 不 可 交换 ， 因 此 它们 不 能 同 
时 化 为 对 角形 ， 从 而 基于 求解 局 部 黎 曼 问 题 的 迎风 格式 的 高 维 形式 很 难 构造 . 

因此 ， 大 多 数 高 维 的 迎风 格式 使 用 的 是 边 上 某 一 内 点 的 通 量 ,而 非 顶 点 上 的 通车. 
这 时 可 利用 双 曲 性 质 ，a 和 6 为 实数 时 ,线性 组 合 ac4+ 8B 的 特征 值 总 为 实数 ， 从 而 可 
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以 使 用 法 向 上 的 通 量 . 这 样 就 可 以 直接 使 用 一 维 的 算法 ， 并且 只 需要 把 更 新 步 (4.163) 中 
每 边 上 所 用 的 梯形 准则 改 为 中 点 准则 或 者 高 斯 准则 . 

方法 总 是 十 分 依赖 于 实际 应 用 和 考查 的 对 象 . 更 多 的 细节 讨论 超出 了 本 书 的 范围 . 
男 外， 边界 上 也 会 产生 相应 的 困难 ， 因 为 此 时 不 能 像 一 维 那 样 简单 地 利用 特征 线 的 指向 
就 可 推出 所 需 的 边界 条 件 ， 


文献 注 记 与 推荐 读物 


为 了 解 有 关 双 曲 方 程 基 本 理论 、 特 征 线 方法 、 歼 曼 不 变量 以 及 激 波 的 更 多 内 容 ， 可 
参考 Courant 和 Hilbert(1962) 以 及 Courant 和 Friedrichs(1948) 等 经 典 著作 , 或 者 最 近 的 几 
本 书 ， 如 Carrier 和 Pearson(1976) 、 Smoller(1983) 以 及 Evans(1998) . 为 完整 地 了 解 非 线 
性 波 和 流体 中 的 波 ， 可 参考 Whitham(1974) 以 及 Lighthill(1978). 

一 些 课本 结合 守恒 律 的 理论 处 理 和 激 波 问题 的 数值 算法 ， 给 出 了 更 多 的 内 容 细节 ， 
其 中 包括 LeVeque(1992, 2002) 和 Kreiss 和 Lorenz(1989) 所 写 的 书 . 对 于 双 曲 型 方程 初 边 
值 问题 的 适 定性 ， 以 及 与 数值 边界 条 件 和 稳定 性 密切 相关 的 内 容 ， 后 一 本 书 也 给 出 了 权 
威 的 说 明 . 有 关 第 4.12 节 中 例子 的 分 析 方 法 的 开创 性 的 工作 , 含 在 Godunov 和 Ryabenkii 
早期 的 论文 (1964) 中 . 

最 近 关 于 求解 哈密 顿 系统 的 辛 几何 和 辛 积分 算法 的 文章 ， 可 参考 Hairer 等 (2002) 以 
及 Leimkuhler 和 Reich(2004) 所 写 的 论文 . 


J A 


41 HHB u 二 auz =0, 其 中 0 和 z 和 1l 且 a=a(z)=Zz 一 寺 ， 画 出 特征 线 的 简 图 . 在 一 致 网 格 
{zj = jAz,j=0,1,...,J} 上 建立 迎风 格式 ， 并 推导 出 误差 界 ， 注 意 此 时 不 需要 边界 条 件 ; 请 
分 别 考虑 J 是 奇数 和 偶数 的 两 种 情况 . 设 初 值 为 ul, 0) = Zz(1 一 了) ， 画 出 解 随时 间 发 展 的 简 
图 ， 并 通过 估计 截断 误差 中 的 项 给 出 精确 的 误差 界 . 


对 a(7z) = 5-2, DHA u(0,t) = u(1,t) = 0 的 情形 ， 重 复 上 面 练习 . 


4.2 若 9 可 展开 成 pp 的 等 形式 如 下 
q ~ cp + cp? + cgp? + capt +--+, 
证 明 
1 
tan-1g~cip 十 cap ”二 (ca 一 了 ci)P + (ca 一 cicz)p +--+, 
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4.3. 


4.4 


4.5 
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即 第 4.4 节 中 的 引 理 4.1 . 利用 以 上 结果 ， 推 导出 用 下 列 格 式 带 近 ut 十 au, = 0 时 ， 相 位 展开 
式 的 主 项 ， 


迎风 格式 —vẸ + gv(1 — v)(1 一 27)6i 
Lax-Wendroff 格式 —vE + dv(1 — v?)€3; 
ARER -v$ — 起 v(1 - v7) E°; 
蛙 跳 格 式 —vE + gu(1 — v7?) 69; 


Hpyv=adt/Ar, €=kAc. 


验证 由 方程 
u = f(x — ut) 
隐 式 定义 的 函数 ulz, t) 是 下 面 问题 的 解 
ut + uuz = 0, u(z,0) = f(z), 

并 旦 说 明 ulz, t) 在 直线 T 一 zo = tf(zo) 上 等 于 常数 f(z) . 

证 明 当 e 很 小 时 ， 过 点 (zo,0) 和 (wo 十 e,0) 的 直线 交 于 一 点 , HE OR, RAM RMA 
(zo 一 f(zo)/jP(zo), -1/f'(zo)) . 并 证 明 若 对 任意 的 z 有 万 (z) > 0 ， 则 对 任意 的 正 的 +t, 解 
都 是 单 值 的 . 更 一 般 地 , 若 f'e) 有 时 取 负 值 ， 则 存在 tc = 一 1/M , 其 中 M Æ f(e) 取得 的 最 
KMH, WERE O <t S te 时 是 单 值 的 . 

证 明 对 于 函数 f(x) = exp[ 一 10(4z 一 1)?] ,临界 值 为 te = exp(3)/8V5 , 约 等 于 0.092 . 
[请 对 照 图 4-10.] 


设 a 为 正常 数 ， 考 虑 求解 方程 ut 十 auz = 0 的 格式 
ypt: = c-1Uj-1 十 coU; +c U},,, 
试 确定 系数 co, c, c_1 ， 使 其 对 方程 的 解 有 与 u(Zj,tn+1) 的 泰勒 展 开 式 有 尽 可 能 多 的 项 相 吻 
合 . 验证 所 得 的 格式 就 是 Lax-Wendrof 格式 ， 
按 同样 的 方式 确定 下 面 格式 的 系数 
U+ = d_2U7 2 十 diU7 1 + doU}. 


验证 所 得 的 系数 d 相对 于 Lax-Wendrof 格式 的 系数 ， 仅 仅 是 将 c 中 的 v 换 成 v 一 1 . 通过 把 
MOREE RR £ = ct, PERRA, 其 中 入 = Az/At . 并 由 此 求 出 该 格式 的 稳定 性 
条 件 . 


对 标量 情形 的 守恒 律 w 十 flu) = 0 ， 其 中 flu) Vu 的 函数 ， Lax-Wendroff 格式 可 写 为 


n At A \* 2. 
use = up — ters (E) QF» 


4.6 


4.7 


4.8 


4.9 
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其 中 
5 FU jr) — f(U7-1)]， 


OF = 3 [Agaa Ua) — FOP) ~ ARaa( FUP) -OP ， 


在 点 (Tj tn) 处 做 泰勒 展开 ,验证 已 和 @ 的 展开 式 中 分 别 只 含 Axr WTKR ARM. 验 
证 格式 截断 误差 的 主 项 是 


1 
T; = (At? unt + (Ax)? tinsa f’ + puree fh" Fa 1 u3 | 


对 线性 对 流 方程 wi 十 auz 二 0 ， 其 中 a 是 正常 数 ， 均 名 网 格 上 的 一 个 广义 的 迎风 格式 定义 如 下 
Ur+tl = (1 — 0)UR + OUR 

HF ac, —0Ar = ZX; 一 aAt 并且 0<09<1. 验证 CFL 条 件 不 需要 对 At 做 任何 限制 ,并 且 汉 

诺 伊 曼 分 析 表 明 格 式 是 无 条 件 稳 定 的 . 求 出 格式 的 截断 误差 ， 并 说 明 其 随 At 的 增长 如 何 变化 . 


微分 方程 
uze — (1+ 4x) ute = 0 
定义 在 区 域 0<z < 1,t> 0 上， 其 初 边 值 条 件 是 
u(z,0)= 27, u(z,0)=0, uz(0,t)=0, u(1,t) =1. 


构造 出 求解 该 方程 的 显 式 中 心 差分 格式 . 说 明 边 界 条 件 在 数值 格式 中 是 如 何 应 用 的 . 写 出 微分 方 
程 的 特征 线 ， 并 利用 CPL 条 件 给 出 一 个 稳定 性 约束 . 


线性 化 的 一 维 形式 的 可 压缩 等 焕 流 方程 是 
pt + qpr + wz = 9, 
Wt + qwz +a7p, = 0, 


其 中 a 和 9 是 正常 数 . 证 明 用 中 心 差分 逼近 z 的 导数 的 显 式 格式 恒 不 稳定 . 在 此 基础 上 加 上 由 
Lax-wendroff 格式 产生 的 附加 项 ， 导 出 -个 条 件 稳定 的 差分 格式 ， 并 找 出 其 稳定 性 条 件 . 


对 线性 对 流 方程 ut + atuz = 0 ， 利 用 差分 UPH- UP 和 UPR, — UPS! 构造 一 个 “ 斜 角 导数 ” 
(angled-derivative) 差分 格式 . 利用 傅 里 叶 分 析 研究 格式 的 精度 和 稳定 性 . 对 于 a > 0 ， 确 定 在 
区 域 0 <a < 1 上 求解 此 问题 的 边界 条 件 ， 并 且 考 虑 在 每 一 时 间 步 上 解 的 发 展 情 况 . 
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4.10 对 于 二 维 波 动 方程 
ptt+urtvy =0, utcepzr =0 vt+ce py=0, 
在 步 长 为 h 的 正方 形 网 格 上 ， 构 造 一 个 交错 型 蛙 跳 格式 ,使 得 p ELEA T= rh, y= sh E, 
(u,v) EXEN ce =(r+h)h,y=(st+F)h 上 ， 并 找 出 其 稳定 性 条 件 . 
另外 构造 一 个 交错 型 蛙 跳 格式 ,使 得 p 定义 在 原来 的 点 上 ， u 定义 在 点 x = (7 十 六 )h， 
y 二 sh k, v 定义 在 z= 二 ?rh,y 二 (s 十 当 )h 上 . 找 出 其 稳定 性 条 件 ， 并 与 前 一 格式 比较 ,证明 
其 中 一 个 比 另 一 个 有 更 好 的 稳定 性 . 


4.11 证 明 均 匀 网 格 上 的 Engquist-Osher 格式 (4.77) 当 其 稳定 时 是 TVD 的 . 
证 明 对 于 非 均匀 网 格 上 的 Roe 格式 (4.74) ， 当 其 时 间 步 满足 
—Az; < Ajri2At < Arzi+l， 


时 ， 也 就 是 过 单元 边界 tjp 的 特征 线 在 一 个 时 间 步 中 不 超出 其 旁边 的 单元 时 ， 格 式 是 TVD 
的 . 


第 5 章 相 容 性 、 收 敛 性 和 稳定 性 


5.1 问题 的 定义 


本 章 将 汇集 前 面 各 章 引 入 的 定义 ， 并 将 其 严格 化 . 这 样 ， 我 们 就 能 够 叙述 并 证 明 关 
键 的 Lar 等 价 定 理 (Lax Equivalence Theorem) 的 主要 部 分 . 为 简单 起 见 ， 我 们 并 不 追求 普 
适 性 ， 不 过 我 们 的 定义 和 论证 与 更 一 般 的 论述 是 一 致 的 . 

对 所 要 考虑 的 问题 ， 我 们 做 出 以 下 假设 : 


。 区 域 O 是 一 维 、 二 维 、 三 维 或 更 高 维 空间 中 的 固定 的 有 界 开 区 域 ， 其 坐标 系 可 能 是 
FJL ER (Siik 圆柱 坐标 ， 球 坐 标 ， 等 等 ; 


。 KIR O 的 边界 为 OQ; 

。 所 要 找 的 解 是 定义 在 9 x [0, tr) 上 的 关于 空间 变量 和 时 间 t 的 函数 u. 该 函数 可 以 是 
向 基 值 的 ， 因 此 所 讨论 的 结果 不 仅 适 用 于 单个 方程 ， 也 适用 于 微分 方程 组 ; 

CRT L() 含有 久 的 关于 空间 变 基 的 偏 导数 ，L 不 显 含 时 间 t, 在 大 部 分 情况 下 我 们 都 
假设 工 是 线性 算 子 ， 不 过 我 们 将 尽 可 能 使 所 给 出 的 定义 和 所 人 氢 述 的 结果 可 以 方便 地 
推广 到 非 线性 算 子 ; 

。 EKR N 的 部 分 或 全 部 边界 上 边界 条 件 会 给 出 了 glu) 的 值 ， 其 中 of) 是 可 能 含有 空 
问 变量 偏 导 数 的 算 子 ; 

。 RREN 上 给 出 了 Æ t= 0 RAMA. 


由 此 ， 我 们 将 所 考虑 的 问题 写成 一 般 形 式 
Ou 


oS L(u), 在 Q x (0, tr] A, (5.1a) 
glu) = go; 在 ON, C ON E, (5.1b) 
u = u, 7ED E, 4t=0 时 . (5.1¢) 


我 们 将 始终 假定 (5.1) 定义 了 一 个 适 定 问题 (well-posed problem), 其 意义 将 在 稍 后 阐明 ， 
粗略 地 说 就 是 ， 问 题 的 解 总 是 存在 的 且 连 续 地 依赖 于 所 给 数据 . 
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5.2 有 限 差分 的 网 格 与 范 数 


设 差分 逼近 定义 在 固定 的 网 格 上 ， 设 在 不 同 网 格 点 和 时 间 步 上 ， 时 间 步 长 都 是 相同 
的 常数 At. 为 简单 起 见 ， 通 常设 区 域 Q 上 的 网 格 有 一 致 的 步 长 ， 在 第 卡 儿 坐标 时 步 长 为 
Az, Ay, ...; 在 极 坐 标 时 步 长 为 Ar, Ab, .…. 每 个 网 格 点 上 的 函数 值 记 为 Ur, 在 二 维 或 更 
高 维 空间 ， 下 标 j 为 多 重 指标 ， 作为 简洁 的 记号 来 代替 Uo UW, 等 ， 设 用 一 个 固定 的 
正则 差分 格式 求解 Ur, 其 中 下 标 j 属于 集合 Jo, 则 只 有 该 集合 中 的 指标 会 出 现在 范 数 的 
定义 中 .通常 该 集合 恰好 包含 网 格 的 内 点 ， 当 然 必 要 时 ， 如 在 有 弯曲 的 边界 、 含 导数 的 
边界 条 件 等 情况 下 需要 外 推 至 虚拟 的 外 部 节点 ， 正 则 的 差分 格式 可 以 推广 到 所 有 需要 的 
点 上 ， 例 如 见 3.4 节 及 (3.35) 的 使 用 . 还 有 另外 一 些 需 要 考虑 的 情况 ,正则 有 限 差 分 算 子 
作用 到 对 称 的 边界 点 上 ， 见 下 面 的 6.5 节 ， 或 作用 在 有 周期 边界 条 件 的 边界 点 上 ， 这 时 这 
些 边界 点 也 应 包含 在 Jo 中 . 在 第 nt 个 时 间 层 上 ，U 在 所 有 这 些 点 上 的 取 值 记 为 U”: 

U” := {Ur, j € Jo}. (5.2) 

为 简单 起 见 ， 我 们 仅 考虑 含 两 个 时 间 层 的 格式 ， 对 于 1- 步 格式 这 意 昧 着 对 每 个 U’, 
in Ge lat, WS u 的 维 数 相同 . 不 过 , 这 并 不 排除 多 层 格 式 ， 如 4.9 节 中 见 过 的 蛙 跳 
格式 ， 为 此 只 需 扩 展 U? 相对 于 的 维 数 即 可 . 例如 ， 若 格式 涉及 三 个 时 间 层 ， 即 Bi 
用 Un 和 U"-! 算出 ， 则 可 定义 维 数 为 原来 两 倍 的 新 向 其 U", 其 元 素 即 为 U" 和 U" 中 
的 元 素 . 

为 比较 U 与 u 需要 引入 适用 于 两 者 ,尤其 是 两 者 之 差 的 范 数 . 为 此 ， 首 先 记 函数 
u(x,t) 的 网 格 值 为 un, 这 通常 就 是 网 格 节点 值 (xy, tr). 我 们 希望 证 明 UU 的 网 格 值 收敛 于 
u 的 网 格 值 ， 因 此 ， 与 网 格 点 值 US 类 似 地 定义 


u” := {u}, j € Jo}. (5.3) 
我 们 仅 考虑 两 种 范 数 . 首先 定义 最 大 模范 数 (maximum norm): 
Ul := max{|U}"|, j € Ja}. (5.4) 


mE u AEE t, 固定 时 以 z 为 变量 的 函数 , W ur RABE BOR F u 的 通常 意义 
下 的 杖 大 模范 数 (supremum norm) ,但 一 般 并 不 严格 相等 ， 两 个 范 数值 仅 当 函 数 jule, tn)| 
的 最 大 值 恰 在 网 格 节点 上 取 到 时 才 会 相等 . 

其 次 用 到 的 是 一 种 离散 的 12 范 数 ， 这 种 范 数 可 以 看 作 是 Lz 积分 范 数 的 近似 . 为 了 
定义 该 范 数 ， 我 们 首先 对 每 个 网 格 内 点 引入 测度 为 V 的 “控制 体 (control volume) ”， 这 
些 控制 体形 成 了 一 族 互 不 重合 的 单元 ， 并 近似 地 覆盖 了 Q. 通常 ， 如 图 5-1 所 示 ， 网 格 点 
zi 处 于 相应 的 控制 体 的 中 心 ， 亦 见 4.7 节 有 限 体 积 法 ; 但 这 并 非 必要 ， 所 需 的 只 是 网 格 
点 与 控制 体 间 存在 一 一 对 应 .对 于 三 维 第 卡 儿 几何 ，V = AzAyAz; 而 对 于 三 维 圆柱 几 
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何 ， 人 态 =7AbArAz, 等 等 . 因此 ， 我 们 定义 


1/2 
JU" lle := | wor (5.5) 


J€EJn 
对 于 靠近 边界 的 网 格 点 ， 相 应 的 控制 体 可 能 需要 修正 使 其 完全 落 在 9 内 ， 但 也 可 能 不 需 
要 这 么 做 . 无 论 如 何 ， (5.5) 中 的 和 式 显 然 是 一 个 积分 近似 ， 而 且 urle 就 近似 等 于 4 在 
AY Zl tn 的 L2 积分 范 数 


1/2 
a | f usta)? aV | | (5.6) 


但 两 者 一 般 并 不 严格 相等 . 然而 ， 若 令 好 等 于 ulr th) 的 平方 在 控制 体 上 的 积分 平均 值 
开 方 ， 则 显然 两 者 恰好 严格 相等 ; 我们 在 2.14 节 模 拟 热 基 守恒 性 质 时 ， 曾 见 到 过 可 做 类 
似 解释 的 量 . 对 于 单个 微分 方程 ， 符 号 U? 的 意义 不 言 自明 ; 如 果 是 微分 方程 组 ，U3 是 
向 其 ， 而 |U?| 是 该 向 量 的 范 数 ， 具 体 选 用 那 种 向 基 范 数 对 以 后 的 分 析 无 关 紧要 ， 当 然 前 
后 的 选择 必须 相互 一 致 . 

我 们 或 许 应 该 注意 , 这 个 一 般 的 框架 并 没有 包含 某 些 实际 当中 常用 的 方法 , 其 中 许多 
与 自 适应 方法 有 关 : 下 一 时 间 步 的 步 长 选取 依赖 于 当前 步 的 误差 估计 ; 与 迎风 格式 (4.20) 
相同 ,根据 解 的 性 态 选择 向 后 或 向 前 差分 ; 或 者 局 部 加 密 网 格 ,例如 ,在 梯度 大 的 地 方 . 
其 中 一 些 做 法 要 求 在 分 析 方 法 上 做 出 重大 的 改变 ， 而 另 一 些 ， 如 非 一 致 的 网 格 加 密 ， 却 
不 会 带 来 太 多 的 困难 . 


图 5-1 控制 体 的 定义 
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5.3 有 限 差 分 通 近 


我 们 要 考虑 的 差分 格式 的 一 般 形 式 为 
BiU"™t! = BoU” + Fn. (5.7) 
如 符号 所 暗示 ， 差 分 算 子 BB 与 无 关 ， 与 此 相对 应 的 假设 是 ， 蕊 .) 不 显 式 地 依赖 于 
t. 然而 ， 虽 然 基于 固定 的 差分 算 子 ， Bo, Bi 却 可 能 依赖 于 所 作用 的 点 . 因此 ， 对 每 一 点 
jE Jn ,线性 差分 算 子 B 将 被 写成 Ja 中 的 紧邻 点 的 线性 组 合 : 


(BU"); = bjrUR vie, (5.8) 
ke Jn 


而 非 线 性 算 子 就 会 包括 Ur 的 非 线性 组 合 ， 记 符号 bje 反映 了 这 些 系 数 出 于 两 个 原因 不 
仅 依赖 十 而且 也 会 依赖 十 ; ， 原 因 之 一 有 是， 这样 可 以 包括 LO 含有 空间 变量 系数 的 情 
况 ， 而 对 常 系数 问题 ， bjk 通常 只 依赖 于 差 值 * 一 j. 另 一 个 原因 是 ， 尽 管 对 所 有 远离 边 
界 的 点 ， (5.8) 中 所 用 到 的 邻近 点 的 相对 位 置 都 是 一 样 的 ， 但 在 边界 点 上 ， 由 于 (5.8) 已 
经 结合 了 数值 边界 条 件 因而 不 再 含有 U 在 Ja 之 外 的 节点 上 的 值 . 所 以 ，(5.7) 中 的 数据 
项 F" 不 仅 包含 由 微分 算 子 Lu) 的 非 齐 次 项 产生 的 数据 ， 也 包含 非 齐 次 边界 的 数据 . 

设 Bi 总 可 以 表示 为 形 如 (5.8) 的 线性 算 子 ， 并 因而 可 以 用 方 阵 来 表示 . 将 有 关 理论 
推广 到 非 线 性 问题 只 需 令 Bo 为 非 线性 的 ， 而 不 必要 求 Bi 是 非 线 性 的 ; 但 要 包含 盒 式 格 
式 这 样 的 算法 ， 则 要 求 Bi 也 是 非 线 性 的 . 

进一步 假设 Bi 是 可 逆 的 ， 即 其 表示 和 矩阵 是 非 奇异 的 . 因此 (5.7) 式 可 写 为 

U"+! = Br [BoU" + F". (5.9) 
假定 (5.7) 做 了 适当 的 尺度 调整 使 其 取 极限 时 ， 形 式 上 表示 了 相应 的 微分 方程 ， 因 而 有 
Bi = O(1/At). FÆ, 当 网 格 步 长 At, Az, ... 以 某 种 或 需 满足 相 容 性 条 件 的 方式 加 密 时 ， 
有 


Byu"t! — [(Bou” + F"] — — L(u). (5.10) 


以 第 2 章 中 讨论 的 一 维 扩散 方程 的 8- 方 法 (2.75) 为 例 ， 在 远离 边界 时 有 


1 2 bz 
Bi = 35 Ra)? (Az)? 


结合 前 两 个 条 件 再 进一步 假设 Bi 是 一 致 良 态 的 ， 即 尽管 Bi 表示 矩阵 的 阶 数 当 At 一 0 
时 趋向 于 无 穷 ， 但 对 某 个 用 来 做 分 析 的 范 数 存 在 常数 K, 使 得 
| BF < Ki At. (5.12) 
以 (5.11) 为 例 ， 取 最 大 模 ， 则 不 难 推出 Ki = 1. 过 程 如 下 : 记 p = At/(Az) ,方程 
BU=F, U=B,'F (5.13) 


1 
Bo = 5, + 1-9) 


(5.11) 
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在 远离 边界 的 点 处 可 展开 为 
—p0U;~1 + (1+ 2u0)U; — OU jy = AtF;, 

即 

(1 + 2u0)U; = AtF; + w0(U;—1 + Uj41). (5.14) 
在 犹 利克 雷 边界 条 件 下 ， BU=F 7 =1M G=J—-1 处 仅 涉及 Ja = {1,2,..., J 一 二 
中 的 两 个 点 ， 即 可 分 别 展开 为 

(1+ 2y6)U, — OUz = AtR 和 -pOUy2+ (1 +2n0)U71 = AtFy-1. 
因此 对 所 有 的 Je Jo, WA 
(1 + 246)|U;| < Atl|F loo + 2u4||U |loo, 

Bp 

(1 + 28)||U loo < Atl] Flloo + 2p0||U||o0. (5.15) 


由 此 即 得 所 证 . 


5.4 相 容 性 、 精 度 的 阶 和 收敛 性 


所 有 的 极限 运算 和 渐 近 结果 都 是 (有 时 是 隐 含 地 ) 指 关于 一 个 网 格 加 密 路 径 或 一 族 网 
格 加 密 路 径 ， 即 如 (2.47), 选择 网 格 参 数 At, Ar Ay 等 的 一 个 收敛 于 零 的 序列 ， 并 注意 它 
们 之 间 可 能 需要 满足 的 不 等 式 约束 关系 . 为 简单 起 见 ， 我 们 仅 用 单一 的 参数 h 来 表征 整 
个 空间 的 离散 化 ， 这 个 参数 也 许 只 不 过 是 网 格 步 长 Az,Ay,... 中 最 大 的 一 个 ， 也 或 许 还 
需要 根据 各 坐标 方向 上 的 特征 速度 做 尺度 变换 ; hh 也 可 能 是 网 格 点 周围 所 有 控制 体 的 直 
径 中 最 大 的 一 个 . 然后 沿 着 某 个 设计 好 的 网 格 加 密 路 径 取 极限 ， 记 为 “Atj) 一 0”， 也 
有 时 简 记 为 At 一 0 或 hh 一 0. 我 们 总 要 求 步 长 At 趋 于 零 ， 不 过 稳定 性 或 相 容 性 可 能 会 
要 求 其 收敛 于 零 的 速率 决定 于 h, 例如 ， 对 于 抛物 型 问题 ， 典 型 的 是 At = Olh’), 而 对 双 
曲 型 问题 则 是 At = O(h). 

截断 误差 (truncation error) 用 精确 解 4 定义 如 下 

T” := Byu"* — [Bou” + F”), (5.16) 

而 差分 格式 (5.7) 关于 问题 (5.1a)~(5.1c) 的 相 容 性 (consistency) 则 定义 为 ,对 所 有 (5.1a)~(5.1c) 
的 充分 光滑 的 解 4 均 有 


T? —0, %4 At(h) +0, Vj € Jo. (5.17) 


注意 这 里 已 经 包含 了 边界 条 件 的 相 容 性 ， 因 为 在 Bo 和 Bi 的 定义 中 已 消去 了 边界 上 的 U 
值 . 


126 第 5 章 相 容 性 、 收 敛 性 和 稳定 性 


设 对 充分 光滑 的 解 u, p Al 9 是 使 
ITZ |< CAHP +h], 4 At(h) +0, Vj € Ja. (5.18) 
成 立 的 最 大 整数 ， 则 称 相应 格式 的 精度 关 十 At 的 阶 为 p, 关于 h ARNA q, 或 关于 At 的 
精度 的 阶 (oder of accuracy) 为 p, $F h 的 精度 的 阶 为 q- 
BWM, %& 4k 4 (convergence) 的 定义 则 关系 到 使 得 问题 (5.1a)~(5.1c) 适 定 的 所 有 初 
始 数据 及 其 他 数据 , 其 意义 将 在 下 节 定 义 ，(5.7) 称 作 是 在 范 数 中- 上 | 下 为 (5.1a)~(5.1c) 提供 
T 4k £ 44 i& if (convergent approximation), 如 果 对 每 个 在 范 数 .| 的 意义 下 , 使 (5.1a)~(5.1c) 
eM uo 都 有 
|U” — u”| — 0, 4 At(h) > 0, nAt— te (0, tr}, (5.19) 
这 里 所 用 的 范 数 是 指 (5.4) 或 (5.5). 从 实用 的 观点 看 ， 这 种 做 法 的 优越 性 在 于 直接 吸纳 了 
爹 入 误差 的 影响 ， 如 果 稳 定性 的 定义 仅 适 用 于 充分 光滑 的 数据 ， 则 舍 入 误差 的 影响 必须 
另 做 分 析 . 


5.5 稳定 性 与 Lax 等 价 定 理 


上 节 的 定义 (5.16)~(5.19) 并 不 仅 局 限于 线性 问题 ， 事 实 上 它们 具有 相当 的 一 般 性 . 
但 是 在 本 节 (及 本 章 以 后 的 大 部 分 ) 中 ， 我 们 所 能 考虑 的 仅 限 于 线性 问题 . eV" 和 Ww” 
是 (5.7) 或 (5.9) 的 具有 同样 非 齐 次 项 F" 的 解 , 但 它们 的 初 值 分 别 为 VY? W, 我 们 称 该 
算法 关于 范 数 外 .| 和 给 定 的 网 格 加 密 路 径 为 稳定 的 (stable), 如 果 存 在 常数 K, 使 得 

Vv" —W"|| < KIV? 一 WwW? ||, nât < tr, (5.20) 
Et, WRK AS V9, Wo 和 网 格 加 密 路 径 中 的 Ath) 无 关 的 一 致 的 界 . (在 非 线 性 情 
形 ， 通 常 必 须 对 初 值 加 以 限制 .) 假设 V" 和 W" 有 相同 的 数据 项 F", 这 是 对 问题 的 简 
化 ， 主 要 是 因为 我 们 不 想 过 多 地 考虑 边界 条 件 对 于 本 章 和 前 面 各 章 中 所 研究 的 发 展 型 问 
题 的 影响 (这 也 是 我 们 应 用 傅 里 叶 分 析 研 究 稳 定性 时 可 以 令 边界 条 件 为 零 的 原因 ). 边界 
条 件 的 影响 在 第 6 章 讨论 椭圆 型 问题 时 将 予以 更 多 的 讨论 ， 也 请 注意 ， 如 同 第 2 章 2.11 
节 所 做 ， 通 过 应 用 Duhamel 原理 ， 我 们 也 能 够 考虑 内 点 上 数据 的 影响 . 
由 于 考虑 的 是 线性 问题 ， (5.20) 可 以 写 为 
(By! Bo)" || < K,  nAt <tr. (5.21) 
注意 对 于 隐 式 格式 , 证 明 (5.12) 式 成 立 是 建立 (5.21) 式 的 重要 一 步 ; 例如 ,考虑 线性 对 流 
问题 的 盒 式 格式 ， 并 考虑 由 于 在 某 一 侧 边界 上 给 定 边界 条 件 而 带 来 的 影响 时 . 

现在 可 以 正式 地 定义 适 定性 (well-posedness) T. 问题 (5.1) RAK FIER || || eK 

的 (well-posed), 如 果 对 所 有 充分 小 的 h, 可 以 证 明 : (i) 对 任意 初始 值 u, 只 要 Jul XF h 
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- 致 有 界 ， 则 解 存 在 ; (ii) 存在 常数 K ,使 得 对 任意 一 对 解 v 和 w, 都 有 
ju” — w" |] < K'ile? — wo, hi Sip: (5.22) 
该 定义 与 通常 的 定义 的 区 别 在 于 这 里 使 用 了 离散 范 数 . 不 过 我 们 所 选取 的 两 个 离散 范 数 
当 户 一 0 时 与 相应 的 函数 范 数 等 价 ， 前 提 是 4 的 函数 范 数 有 界 ， 有 上 且 wu? 有 适当 的 定义 . 不 
论 是 使 用 离散 范 数 还 是 函数 范 数 ， 这 种 适 定性 定义 的 一 个 重要 性 质 是 ， 虽 然 (5.1a) 的 古 
典 解 u 必须 充分 光滑 以 使 得 相应 的 导数 存在 ， 但 是 假设 有 一 个 使 得 光滑 解 存在 的 初始 值 
序列 ， 且 该 序列 依 || - || 范 数 关于 六 一 致 地 收敛 于 一 任意 的 初始 值 刀 , 则 由 (5.22) 我 们 可 
以 定义 对 应 于 该 初始 值 的 广义 解 (generalised solution), 其 在 任意 时 刻 t” 处 的 取 值 等 于 相 
应 的 光滑 初始 值 的 解 序列 的 极限 值 . 因此 ， 在 建立 问题 的 适 定性 时 只 需 对 一 个 光滑 的 笛 
密集 证 明 其 解 的 存在 性 ， 当 然 这 里 所 定义 的 稠密 性 必须 是 关于 h 是 一 致 的 . 
显然 ， 微 分 方程 问题 适 定性 的 定义 与 由 (5.20) 给 出 的 离散 问题 稳定 性 的 定义 之 间 关 


系 十 分 密切 . 这 个 由 Lax 于 1953 年 引入 的 稳定 性 定义 , 使 他 得 以 导出 以 下 极为 重要 的 定 
理 . 


定理 5.1. (Lax 等 价 定 理 ) 对 一 个 适 定 的 线性 发 展 问题 在 (5.12) 意义 下 一 致 可 解 的 相 容 
的 差分 逼近 格式 ， 格 式 的 稳定 性 是 其 收敛 性 的 充分 必要 条 件 . 


证 明 . (充分 性 ). 将 (5.7) 与 (5.16) 相 减 得 
B,(u"*! = att) = Bo(U™ — u”) ms y. 


即 
Zrn+l — u”t! = (Bo By)(U" — u") 一 万 -ITm. (5.23) 
设 取 UV? =u, WA 
U” —u” = -[Bi'T"!+ (BI 'Bo)B T" +- 
+(By;!Bo)""'By'T*). (5.24) 


在 定理 的 应 用 中 ，(5.12) RA (5.21) 式 用 的 是 同一 个 范 数 ,上 且 该 范 数 也 要 用 于 (5.19) 的 推 
导 ， 结 合 两 式 便 得 
\\(By* Bo)” By '|| < KK At, (5.25) 

由 (5.24) 给 出 

n—1 

IU” — u”l| < KK At > ITI. 

m=0 
MF u 充分 光滑 因而 相 容 性 (5.17) 成 立 ， 则 立即 得 到 在 (5.19) BL PORE. 解 不 够 
光滑 时 的 收敛 性 则 得 证 于 适 定性 和 稳定 性 的 假设 : 一 般 初始 数据 可 用 光滑 解 的 数据 任意 
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通 近 ， 而 由 微分 问题 的 适 定性 和 离散 问题 的 稳定 性 (5.19) 对 应 不 同 初始 值 的 解 之 间 差 异 
的 增长 是 有 界 的 . 


用 泛 函 分 析 中 的 共鸣 定理 便 可 证 明 稳 定性 是 收敛 性 的 必要 条 件 ， 不 过 要 求 连 续 问 题 
和 离散 问题 放 在 同一 个 Banach 空间 的 框架 中 考虑 ; 而 这 正 是 基于 离散 范 数 的 简化 做 法 
的 不 足 之 处 ， 因 此 考虑 应 用 该 定理 已 超出 本 书 范围 ， 感 兴趣 的 读者 可 以 在 Richtmyer 和 
Morton (1967), pp. 34-36, 46 中 找到 相应 的 证 明 . a 


由 上 述 定理 ， 对 于 任何 容易 证 明 相 容 性 的 格式 ， 真 正 需要 关心 的 只 是 确定 稳定 性 条 
件 ， 因 此 只 需 限 于 研究 离散 问题 ， 如 我 们 所 见 ,， 通常 相 容 性 对 任何 At 一 0, h 一 0 的 序列 
都 成 立 , 但 有 几 种 情况 必须 加 以 注意 . 例如 ， 一 维 热传导 方程 的 Dufort-Frankel 格式 
uptt—up-) UV 一 + 下 
2At (Ax)? 
该 格式 的 优点 是 : 它 是 显 式 格式 但 同时 是 无 条 件 稳定 的 ， 这 与 我 们 到 目前 为 止 的 经 验 相 
违背 . 不 过 ， 其 截断 误差 为 
T = (u — uzz) + (At/Ax) un + O((At)? +(Az)2) + ((At)?/Az’). (5.27) 
因此 ， 该 格式 仅 当 At = O(Az) 时 与 热传导 方程 相 容 ， 且 仅 当 At = O((Az)’) 时 有 一 阶 精 
E. 其 结果 是 ， 相 容 性 条 件 而 非 稳定 性 条 件 决定 了 能 保证 收敛 性 的 加 密 路 径 . 


该 例子 突显 出 在 Lax 等 价 定理 中 ， 不 仅 隐 含 了 稳定 性 和 收敛 性 定义 中 范 数 的 选取 ， 
而 且 隐 含 了 加 密 路 径 的 选取 . 


(5.26) 


5.6 稳定 性 条 件 的 计算 


由 于 涉及 的 是 线性 问题 ， 若 (5.20) PAV" 和 W 都 是 差分 方程 (5.7) 的 解 ， 则 差 

Ve- W° 是 满足 齐 次 边界 条 件 的 齐 次 差分 方程 的 解 . 因此 , 证 明 稳 定性 等 价 于 证 明 :: 
B,U"=BoU""! 和 nAt<tre = |v" < K|U°|, (5.28) 

即 等 价 于 证 明 (5.21). WRK 一 般 依 赖 于 时 间 段 好 且 人 允许 某 种 形式 的 指数 增长 (例如 方 
程 w = uz 十 和 的 解 可 能 会 出 现 指 数 增长 的 情况 ). 对 于 简单 的 问题 ， 情 况 经 常 是 ， 要 么 
K = 1, 这 时 误差 没有 增长 ， 因 而 格式 是 稳定 的 ; 要 么 对 某 种 波 型 即使 当 At 一 0 时 ， 仍 有 
Un ~ APU?, 其 中 | 和 | > 1, 因而 格式 是 不 稳定 的 . 

因此 , 我 们 在 2.6 节 及 其 他 地 方 证 明了 最 大 值 原理 , 同时 也 就 证 明了 最 大 模范 数 意 义 
下 的 稳定 性 : 严格 地 讲 ， 还 必须 证 明 最 小 值 原理 ， 即 不 仅 有 


Ug max UP < Uo: (5.29) 


1 原 书 中 是 BiU"+1 = BoU”, 但 这 样 应 要 求 n+ At <tr, 相应 的 结论 应 为 "+ < KU. 
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还 应 有 


UP" > min Up > —||U"lhoo, (5.30) 


因而 可 以 推出 
UF o < IIU” (5.31) 


以 上 证 明 稳 定性 的 方法 对 于 抛物 型 问题 十 分 自然 ， 因 为 对 于 这 类 问题 最 大 值 (或 最 
小 值 ) 原理 是 差分 格式 所 具有 的 非常 有 了 吸引 力 的 恰当 的 且 强 于 稳定 性 的 属性 . 同样 的 方 
法 ， 如 前 面 的 例子 所 示 ， 可 以 处 理 带 有 变 系数 和 混合 边界 条 件 的 相当 一 般 的 线性 问题 : 
在 每 个 例子 中 都 得 以 推出 使 格式 满足 最 大 值 原理 时 ， At 所 应 满足 的 简单 的 代数 条 件 ， 
因此 这 些 条 件 满足 时 就 得 到 了 算法 在 最 大 模范 数 意义 下 的 稳定 性 . 在 许多 情况 下 ， 对 相 
应 的 带 有 常 系数 和 周期 边界 条 件 的 问题 ， 通 过 健 里 叶 分 析 的 方法 可 以 证 明 ， 若 这 些 条 件 
不 满足 ， 则 会 导致 2 范 数 意义 下 的 不 稳定 性 ( 见 后 面 的 讨论 ). 然而 , 在 另外 一 些 情 况 下 ， 
例如 对 于 8- 方法 , 两 种 方法 给 出 的 稳定 性 条 件 是 有 差距 的 . Fritz John 在 他 1952 年 发 表 
的 一 篇 有 影响 的 论文 ! 中 证 明 ， 对 于 更 广泛 的 一 类 抛物 型 问题 和 相应 的 差分 逼近 格式 ， 
只 要 格式 满足 由 局 部 傅 里 时 分 析 得 到 的 汉 诺 伊 曼 条 件 ， 则 格式 在 最 大 模范 数 的 意义 下 也 
是 稳定 的 . 因此 ， 一 些 格 式 虽 不 满足 最 大 值 原 理 但 实际 上 仍然 在 最 大 模范 数 意义 下 是 稳 
定 的 (关于 这 方面 更 多 的 评注 见 下 面 的 5.7 节 ). 


再 者 ， 对 双 曲 型 问题 ， 最 大 值 原理 一 般 不 成 立 ， 甚 至 提 法 也 不 适宜 . 前 面 我 们 曾 提 到 
过 ， 一 阶 格式 (4.20) 当 0 <v < 1 时 满足 最 大 值 原理 ， 因 而 按 最 大 模范 数 是 稳定 的 ; 但 我 
们 可 以 证 明 二 阶 格式 则 不 可 能 满足 最 大 值 原理 . 例如 , 考虑 表示 为 (4.36) 的 Lax-Wendroff 
格式 . 车 其 满足 最 大 值 原理 ， 则 对 任意 取 非 正 值 的 U", 不 可 能 出 现 V"+l > 0 的 情况 , 但 
当 0 <v<1 时 , $ UL, =U} =0 K UR, = -1, WA UP > 0, 当然 这 并 不 表明 格式 实 
际 上 按 最 大 模范 数 是 不 稳定 的 ， 只 不 过 我 们 不 能 用 这 种 方法 来 证 明 其 稳定 性 . 


由 于 这 一 原因 , 同时 也 由 于 双 曲 型 微分 方程 通常 更 多 地 在 Lz 范 数 下 而 不 是 在 极 大 模 
范 数 下 是 适 定 的 ， 对 于 双 曲 型 问题 我 们 不 得 不 采用 较 恰 的 i2 范 数 (5.5) 来 证 明 稳定 性 ， 
这 给 出 了 较 弱 的 结果 ， 因 为 在 进行 计算 的 有 界 区 域 上 有 


1/2 
1/2 . 
[min v] vl < lol < z J (ee (5.32) 
其 中 芒 是 第 了 个 控制 体 的 测度 ， 右 端的 系数 是 有 界 的 ， 而 当 网 格 加 密 时 左 端 的 系数 趋向 
十 零 ,我 们 当然 更 希望 通过 稳定 性 分 析 得 到 最 大 模范 数 下 的 误差 界 ， 但 如 果 只 有 必 稳定 


1 John, F. (1952). On the integration of parabolic equations by difference methods, Comm. Pure Appl. Math. 
5, 155. 
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性 ， 则 只 能 得 到 lo 范 数 下 |El 的 误差 界 ， 再 由 (5.32) 得 到 很 差 的 最 大 模范 数 下 | 如 |。 的 
误差 界 . 
然而 ， 由 于 有 Parseval XAA, L 范 数 恰恰 适合 于 傅 里 叶 分 析 . 设 在 一 个 正则 化 的 
区 域 [-r, r)i 上 有 一 个 一 致 的 (第 卡 儿 ) 网 格 ， 网 格 尺度 为 Ari = Ar =… = Arzd = 7/J， 
并 设 边界 条 件 为 周期 的 ， 则 在 网 格 上 可 以 彼此 区 别 开 来 的 傅 里 叶 波 型 对 应 于 波 数 ， 用 向 
Hk 表示 ， 它 的 分 其 为 
k = 0,+1,+2,...,40, (5.33) 
其 中 事实 上 最 后 两 项 所 代表 的 KAz = ir 是 区 别 不 开 的 . A, BE JE em OT 
展开 为 


U(ss) = aa Lay ÎE, (5.34) 


其 中 求 和 号 上 面 的 一 撤 表 示 求 和 时 ， 所 有 相应 于 ks = tJ 项 的 权 都 要 除 以 2, 而 网 格 点 用 
HR xi 表示 . 这 个 离散 傅 里 叶 展 开 有 -个 逆 变 换 ， 即 离散 傅 里 叶 变 换 


U(k) = 和 (Ax)4U(x;)ei*™, (5.35) 


其 中 的 每 个 分 量 从 -J 到 J 取 值 ， 且 也 在 网 格 的 周期 边界 点 处 将 相应 的 权 除 以 2, 这 样 
所 有 项 的 权 都 等 于 (5.5) 定义 的 Vj. 


a| 5.1. 分 量 由 (5.33) 给 出 的 傅 里 叶 波 型 (2r)-d2eikxi 关于 (5.35) 中 使 用 的 12 AAR, BP 


(U, W)2 := (Aa)? ‘i U;W; (5.36) 


是 正 交 的 ， 


证 明 . 只 需 考虑 d= 1 的 情形 . 首先 来 建立 基本 的 三 角 人 恒等式 


: : i 1 
se" fe TIO 十 … 十 et(7-08 十 se Je — sin JO cot 5% (5.37) 


在 和 式 
1 pel? 4 git +...+e( ~ = (el? — 1) /(e!? — 1), 
两 端 加 上 3(eive - 1) ,得 


1 ie, pi .oD ligo _ liea (e + 5.38 
yee. ee +e +e + ae = AG De 1) (5.38) 


m ~(e 129 — 1) cot 5 l, (5.39) 
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将 此 式 与 关于 -9 的 类 似 的 和 式 相 加 即 得 (5.37). 现 将 此 式 用 于 8 = (ki — ke) As, 因而 有 
J8 = (ky = kar, 便 得 
3 el Kit; Qi kar; = sin(ky = k2 )7 cot 5 (ki = k2)Az, ky x ko, 
于 是 


m 
因此 ， 记 Vy 为 控制 体 的 测度 ， 就 有 
lz 县 = EYG = D(A) vo) 
加 > Az\ o |= x\4 
三 (=) 2 OP ica) 
亦 即 

ôi = So, dor = IWR. (5.41) 

这 就 是 Parseval 关系 式 的 恰当 形式 . 


任意 维 空间 上 的 矩形 区 域 只 需 做 一 个 简单 的 尺度 变换 即 可 化 为 以 上 情形 . 不 过 , 这 时 
不 仅 Ac 做 了 改变 , 且 一 般 来 说 Ak A 1, 要 注意 为 了 使 (5.41) 成 立 , 在 定义 Oo 时 需要 用 
到 这 些 系数 .同样 值得 注意 的 是 ， 当 考虑 比如 [0, 1] 区 间 上 具有 边界 条 件 u(0) = w(1) =0 
的 问题 时 ， 我 们 可 以 将 问题 在 z = 0, 利用 正弦 函数 序列 反对 称 地 延 拓 到 [-1, 1] 区 间 . 这 
也 是 我 们 在 上 面 取 [-r, 7) 为 标准 区 间 的 原因 . 

为 了 对 满足 周期 边界 条 件 的 常 系数 问题 建立 (5.28) R, 先 将 任 给 的 初始 值 按 (5.34) 的 


形式 展开 ， 然 后 ， 由 (5.28) 的 离散 傅 里 叶 变 换 ， 得 到 相继 各 时 间 层 上 的 同样 形式 的 展开 
式 ， 其 系数 为 


B,(k)0"t) (k) = Bo(k)0"(k), (5.42) 
其 中 ， 当 U" 为 p 维 向 量 时 ， Bo 和 Bi 是 pxzp 阶 矩阵 . 矩阵 
G(k) = By'(k)Bo(k) (5.43) 


称 为 3 K 48 $ (amplification matrix), 因为 它 刻 画 了 差分 格式 对 每 个 波 型 的 增长 特性 . 由 
于 我 们 假设 Bo 和 Bi 不 依赖 时 间 t, 所 以 有 
Dr = ([G(k)]"U°. (5.44) 
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再 结合 (5.41) 即 得 


Unlla DIr |U” (k)|?]}/2 
ve lUe © Oe poaae, 
ĝo 0(k)|2]1/2 

baer |G (k)|?] 


= sup sup IO _ , l 
= ae Gk) sup |[G(k)] |. (5.45) 
因此 证 明 ls 范 数 意义 下 的 稳定 性 就 等 价 于 证 明 
1GUOj"| < K, Vk, nAt <tr. (5.46) 
这 里 ， |G"| 表示 从 属于 UP 和 Ok) 的 向 量 范 数 的 矩阵 范 数 ， 


于 是 我 们 显然 有 以 下 结论 . 


定理 5.2.( 冯 诺 伊 曼 定 理 ) 稳定 性 的 一 个 必要 条 件 是 存在 常数 K RAFAH KEE Gk) 
的 每 个 特征 值 Alk) 都 有 
|A(k)| < 1+ K’At, Vk, nAt < tr. (5.47) 


证 明 . 将 O(k) WH G(k) 的 某 个 特征 向 量 ， 则 显然 一 定 存在 常数 K 使 得 | 和 "| < K 取 
nât = tp 即 得 ! 
II 和 K4t/te < 14 (K — 1)At/tr, At <tr, 


其 中 最 后 一 个 不 等 式 成 立 是 由 于 Ks 是 s 的 凸 函 数 . = 


对 标 其 方程 的 单 步 格式 , 若 傅 里 叶 分 析 可 用 于 该 格式 , 则 G 也 是 标量 , 这 时 冯 诺 伊 曼 
条 件 是 其 ;> 稳定 性 的 充分 条 件 . 4 G 是 正规 矩阵 (normal matrix) 时 ， 冯 诺 伊 曼 条 件 也 是 
Hilo 稳定 性 的 充分 条 件 , 因为 此 时 G 的 谱 半 径 是 其 从 属 范 数 的 界 . 在 第 4 章 中 Richtmyer 
和 Morton (1967) 给 出 了 其 他 更 为 复杂 的 充分 条 件 ， 另 外 还 有 由 Kreiss? 和 Buchanan? 分 
别 于 1962 年 和 1963 年 导出 的 充分 必要 条 件 . 主要 的 结果 被 称 为 Kreiss 答 阵 定理 (人 reiss 
Matrix Theorem), 其 内 容 已 超出 本 书 范围 (但 可 参见 下 面 的 5.9 节 ). 不 过 值得 指出 的 是 ， 
正如 所 见 ， 当 冯 诺 伊 曼 条 件 不 能 得 到 满足 时 ，U" 关于 n 可 能 会 呈现 指数 增长 ,但 当 冯 


! 原 书 下 式 有 误 : 将 YAt < tF/n 写成 了 VAt <tr. 

2 Kreiss, H.O. (1962), Uber die Stabilitatsdefinition fiir Differenzengleichungen die partielle Differentialgle- 
ichungen approximieren, Nordisk Tidskr. Informations-Behandlung 2, 153-181. 

3 Buchanan, M.L. (1963), A necessary and sufficient condition for stability of difference schemes for second 
order initial value problems, J. Soc. Indust. Appl. Math. 11, 474-501; 和 Buchanan, M.L. (1963), A necessary 
and sufficient condition for stability of difference schemes for initial value problems, J. Soc. Indust. Appl. Math. 
11, 919-35. 
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诺 伊 曼 条 件 能 得 到 满足 ， 且 G 是 一 臻 有 界 时 ，U" 的 增长 速度 关于 n 最 多 是 多 项 式 的 ; 
事实 上 当 @G 是 pxp 和 矩阵 时 ， 最 坏 的 情况 是 Oln) 的 . 


5.7 实用 的 (严厉 的 或 强 的 ) 稳定 性 


显然 , 冯 诺 伊 曼 条 件 无 论 是 在 实际 还 是 在 理论 上 都 十 分 重要 , 冯 诺 伊 曼 条 件 其 至 于 也 
可 以 局 部 地 ( 取 局 部 的 系数 值 ) 应 用 到 变 系数 回 题 . 由 于 高 频 波 型 是 最 不 稳定 的 ， 因 而 不 
稳定 性 是 一 种 局 部 现象 ， 所 以 汉 诺 伊 曼 条 件 给 出 的 必要 条 件 也 常常 可 以 证 明 是 充分 的 . 
不 过 ， 对 某 些 问题 (5.47) 中 出 现 的 任意 常数 在 应 用 中 显得 过 于 宽泛 ， 尽 管 对 于 最 终 的 收 
敛 性 这 已 经 足够 了 . 

考虑 以 下 一 维 扩散 问题 和 对 流 问 题 的 混合 问题 ， 

Ut 十 QUz = Eurr, e>O. (5.48) 
用 空间 中 心 差分 和 向 前 时 间 差 分 离散 该 问题 : 
yeti Un AorU" 62U" 


re ORS = (Ag (5.49) 
现在 我 们 有 两 个 网 格 比 
v :=aAt/Ar,  p:=eAt/(Az)?, (5.50) 
傅 里 叶 分 析 给 出 的 增长 因子 为 
Mk) = 1—ivsinkAz— 4ysin? SkAz, (5.51a) 
A = (1 —4ys?)? + 4v7s?(1 — 8”), (5.51b) 


其 中 采用 了 通常 的 记号 s = sin 3kAz. 4 2? =1, 得 jy < 是 稳定 性 的 必要 条 件 ; 这 时 
v? = (aAt/Ar) = (a?/e)uAt 
而 这 意味 着 
IA << 1+ 5(a?/e)At, (5.52) 


于 是 冯 诺 伊 曼 条 件 成 立 ， 由 于 这 是 标量 的 纯 初 值 问题 ， 且 a 和 «都 是 常数 ， 该 条 件 也 是 
稳定 性 的 充分 条 件 . HBR vat, y=) Ms? = 5, WA PP? = 4 因此 给 册 极 快 的 增长 ; 
BEHER, DOSS Tr FB Hal Se BE Pe PS AS ae 

在 实际 应 用 中 ， 若 冯 诺 伊 曼 条 件 所 允许 的 指数 增长 与 问题 不 再 相 适 应 ， 则 对 于 Ar 
和 At 取 有 限 值 时 ， 汉 诺 伊 曼 条 件 就 显得 太 弱 了 . 因此 我 们 需要 引入 以 下 更 严格 的 定义 . 
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定义 5.1. 一 个 格式 称 为 是 实用 {或 严厉 或 强 ) 稳定 的 ， 如 果 当 微分 问题 的 倩 里 叶 波 型 解 对 
某 个 a>0 满 足 


|a(k,t + At)| <e*"|@(k,t)|, vk (5.53) 
时 ， 则 对 离散 波 型 的 所 有 kK, 差分 格式 相应 的 增长 因子 满足 
|A(k)| < ec 人 At. (5.54) 


对 上 面 的 例子 ，a = 0, 因此 要 求 |X <1. 由 (5.51b) 有 


|A|? = 1 — 4(2u — v?)s? + 4(4p? 一 22)s4. (5.55) 
将 此 式 看 作为 s 在 [0, 1) Ki) LEN HK wR, BIBER 
JAI? < 1， Vk, 当 且 仅 当 v? <<. (5.56) 


这 些 条 件 是 人 们 非常 熟知 的 而 且 常 常 是 重要 的 限制 条 件 ， 因 为 当 e 很 小 时 这 些 条 件 会 相 
当 匣 刻 ， 除 了 预期 中 的 条 件 4 < 5, 第 一 个 不 等 式 可 以 写 为 

nnti ey (5.57) 
€ p 
因此 该 条 件 可 以 解释 为 给 网 格 Péclet 数 加 以 上 限 2, 在 网 格 Péclet Hay EXP a 是 速度 ， 
aAt 表示 网 格 长 度 , 而 e 为 扩散 (diffusion) 或 粘性 (viscosity) 系数 (也 见 2.15 节 的 讨论 ), 在 


2.15 节 中 考虑 最 大 值 原理 的 应 用 时 也 出 现 过 这 类 限制 条 件 . 


的 确 ， 这 个 稳定 性 的 判 据 具 有 实际 的 重要 性 并 导致 对 网 格 的 限制 ， 伐 入 在 (5.53) 和 
(5.54) 的 稳定 性 定义 是 工程 界 经 常 使 用 的 主要 稳定 性 定义 ， 但 在 使 用 该 术语 时 并 没有 证 
明 其 在 理论 上 的 合理 性 . 注意 在 5.9 节 当 应 用 于 解 不 增长 的 问题 时 , 该 性 质 被 称 为 强 稳定 
性 (strong stability), 相应 于 常 微分 方程 离散 化 中 绝对 稳定 性 (absolute stability) 的 概念 . 


用 以 上 同样 的 分 析 方 法 ， 将 我 们 所 分 析 过 的 任何 一 个 扩散 方程 的 显 式 格式 与 用 于 线 
性 对 流 方程 的 格式 相 结合 ， 可 以 得 到 类 似 实用 的 稳定 性 判 据 . 一 般 地 说 ， 所 得 到 的 条 件 
比 相应 的 两 部 分 的 条 件 组 合 在 一 起 还 要 更 加 苛刻 . 例如 , 将 迎风 格式 (4.13) 用 于 (5.49) 代 
替 中 心 差 分 ， 就 得 到 


而 相对 应 的 两 个 方程 分 别 所 需 的 条 件 为 0<v<1 和 0<h< 
在 做 这 些 稳定 性 计算 时 ， 应 用 判别 一 个 多 项 式 的 所 有 根 是 否 全 部 落 在 闭 单位 圆 盘 上 
的 一 般 判 据 会 带 来 方便 ， Miller! 称 这 种 多 项 式 为 汉 诺 伊 曼 多 项 式 ， 并 给 出 了 利用 那些 相 


1 Miller, J. (1971), On the location of zeros of certain classes of polynomials with applications to numerical 
analysis, J. Inst. Math. Appl. 8, 397-406. 
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关 的 m 一 1 次 多 项 式 来 分 析 一 个 m 次 多 项 式 是 否 为 冯 诺 伊 曼 多 项 式 的 判 据 . 我 们 只 
给 出 复 系数 任意 二 次 多 项 式 的 判 据 ， 该 判 据 推 广 了 我 们 在 前 几 章 中 就 一 些 特 殊 情形 导出 
的 结果 . 


a| 5.2. 系数 为 复数 a, b,c 的 多 项 式 ad? + 204+ =0 的 所 有 根 都 满足 条 件 | 和 | < 1, 当 
且 仅 当下 列 条 件 之 一 成 立 
le] < la| E 2|ab— be] < Jal? — lc’, (5.59a) 
或 jcl=jal, ab=be 且 jb) < jal. (5.59b) 
引 理 的 证 明 留 作 习 题 (见习 题 3). 
最 后 ， 我 们 再 来 回顾 一 下 2.11 节 中 给 出 的 用 于 简单 热流 问题 的 9- 方法 是 稳定 的 或 满 
足 最 大 值 原 理 所 需 的 条 件 . 条 件 J(1 -9) < 二 给 出 了 最 大 值 原理 ， 因 而 保证 了 最 大 模范 数 
意义 下 的 稳定 性 ， 且 在 最 大 模范 数 意义 下 误差 无 增长 ， 另 一 方面 ， 条件 u(1l—-20)< 5k 
证 了 1s 范 数 意义 下 的 稳定 性 ， 在 此 之 后 我 们 还 看 到 这 也 保证 了 取 最 大 模范 数 时 (5.28) 意 
义 下 的 稳定 性 . 然而 ， 2.11 节 中 曾 提 到 要 使 误差 按 最 大 模范 数 不 增 长 的 充分 必要 条 件 是 
w(l—6)? < 4(2-6), HER, 正如 (2.97) PRK = 1 时 所 表示 的 , 这 相应 于 最 大 模范 数 意义 
下 的 实用 稳定 性 . 


5.8 修正 方程 分 析 


这 种 类 型 的 分 析 方 法 最 初 是 作为 推导 稳定 性 条 件 的 另外 一 种 手段 而 引入 的 ， 不 过 在 
做 此 应 用 时 必须 非常 小 心 . 现在 人 们 认为 修正 方程 分 析 (modified equation analysis) 在 获 
取 有 关 数 值 方法 的 一 般 性 态 和 有 通 近 质量 这 类 信息 时 更 为 有 用 . 这 一 术语 是 由 Warming 和 
Hyettl 给 出 的 . 不 过 ， 类 似 的 思想 更 早 由 Yanenko 和 Shokin? 以 微分 通 近 方法 (method of 
differential approximation) 为 名 提出 ， 并 由 Shokin (1983) 发 展 完 善 ， 其 基本 思想 是 用 网 格 
值 {UP} 拟 合 出 一 个 光滑 函数 ， 并 找到 该 函数 (在 达到 用 网 格 参数 所 定义 的 精度 阶 的 意义 
下 ) 所 满足 的 微分 方程 . 最 近 , 类 比 于 数值 线性 代数 中 通用 的 术语 ,这 类 方法 又 被 称 为 向 
后 误差 分 析 (backward error analysis). 我 们 将 通过 几 个 例子 来 阐明 这 一 思想 . 


要 进行 严格 的 分 析 , 最 好 的 办 法 也 许 是 将 网 格 数 据 做 健 里 叶 展开 , 但 较为 简单 的 办 法 


1 Warming, R.F. and Hyett, B.J. (1974), The modified equation approach to the stability and accuracy of 
finite difference methods, J. of Comput. Phys. 14, 159-179. 

2 Yanenko, N.N. and Shokin, Y.I. (1969), First differential approximation method and approximate viscosity 
of difference schemes, Phys. of Fluids 12, Suppl. H, 28-33. 
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是 用 多 项 式 插 值 ， 所 需 的 分 析 运 算 与 我 们 迄今 为 估计 截断 误差 所 做 的 十 分 相近 . 因此 ， 
先 来 考虑 如 4.2 和 4.3 节 中 所 述 的 用 于 线性 对 流 方程 的 迎风 格式 . 记 在 网 格 点 (zj, tr) 的 
邻 域 中 U 的 网 格 值 的 插值 多 项 式 为 U(z.t). 将 此 代入 差分 方程 (4.13), 则 类 似 于 (4.24) 可 
将 两 个 差 商 展开 为 (截断 的 ) 泰勒 级 数 


ae: DEON 和 a? ee ý 
U: + pater + | + |e (ü. = 5ATUzz 十 J] = 0. (5.60) 
j j 


HE O 所 用 的 多 项 式 的 阶 数 ， 将 展开 式 在 适当 处 截断 ， 即 得 到 U(z,t) 所 满足 的 修正 方 
程 (modified equation); 但 是 ， 多 项 式 的 次 数 的 选取 也 当然 与 其 在 相应 网 格 点 周围 有 效 通 近 
的 邻 域 密切 相关 . 作为 一 个 极端 的 例子 , 用 格式 中 出 现 的 二 个 值 来 拟 合 一 个 线性 多 项 式 ， 
则 拟 合 出 的 线性 多 项 式 精确 地 满足 原 线性 对 流 方程 ， 但 这 样 做 并 没有 为 我 们 提供 该 差分 
格式 逼近 性 态 的 任何 整体 信息 . 
因此 ， 一 般 将 展开 至 更 高 阶 ， 具体 阶 数 待定 . 省 略 上 下 标 后 得 到 
bs : |-AtDe + aAz0ze] + . (5.61) 


这 样 的 方程 仍然 用 处 不 大 ， 因 为 右 端 项 中 包含 关于 时 间 的 高 阶 导数 . 解决 这 一 问题 的 办 
法 之 一 是 在 (5.61) 上 作用 组 合算 子 ô- ob, 若 暂且 假定 是 止 常数 ， 则 由 此 给 出 的 表达 
RH Üu 用 Üre RIH. 将 此 表达 式 代入 (5.61) 的 右 端 ， 即 得 


1 ~ 
Ur + az = 5 [—a?At + aAz] Uzz 十 …， (5.62) 


由 此 我 们 可 以 推出 若 取 aAt = Ac , 则 表明 U 所 满足 的 方程 与 作为 目标 的 对 流 方程 的 差 
别 至 少 是 网 格 参 其 的 二 阶 以 上 项 ， 又 若 取 aAt < Ac, 则 表明 U 所 满足 的 方程 有 一 阶 扰 
动 ， 且 扰动 是 一 个 有 阻尼 效果 的 扩散 项 ; BER aAt > Ar, 则 扩散 项 的 系数 是 负 的 ， 这 
将 导致 严重 的 误差 增长 ， 因 而 对 应 于 不 稳定 性 . 

比 以 上 所 用 的 方法 更 为 有 力 的 做 法 是 有 限 差分 演算 (例如 参见 Hildebrand (1965) 第 5 
章 ). 可 以 看 出 泰勒 展开 式 中 的 系数 恰恰 是 指数 级 数 的 系数 ， 因 此 可 以 将 向 前 时 间 差 分 写 
成 算 子 形式 


Ape = eft — 1; (5.63) 
将 此 式 形式 求 逆 ， 可 以 得 到 道 关 系 式 
& = (1/At)In(1 + Aye). (5.64) 
然后 由 此 式 出 发 导出 由 Dye := A+t/At 表 出 的 8 的 表达 式 ， 
a = Dit — ZAD, 一 F(A? D, - FADD, Ho (5.65) 


如 果 一 个 差分 格式 给 出 了 用 空间 导数 展开 的 Dye 的 表达 式 ， 则 可 立即 得 到 所 需 的 修正 方 
程 的 展开 式 . 
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我 们 来 考虑 应 用 于 对 流 扩散 问题 (5.48) 的 空间 中 心 差分 和 时 间 向 前 差分 的 格式 (5.49). 
展开 空间 差分 算 子 ， 得 


~ 1 < p a 
DÜ = f-a 2. + 5(Az)283 + | +e a + <5 (An)as $c | } Ü. (5.66) 


然后 ， 将 此 式 代 入 展开 式 (5.65), 合并 同类 项 .为 了 后 面 的 应 用 ， 我们 将 结果 展开 至 四 阶 
空间 导数 项 ， 得 


~ 


OU = {laa tey + (Az)?(-=008 十 =e Bt =) 
一 Atla282 — 2ae G3 + (ê + 302(Az)2)84 ++] 
+5(At)?[-0°08 + 30702 +--+] 


-Lan ata paal + ho, (5.67) 
此 式 可 以 写成 修正 方程 


Ü, + aU, = k 一 zeat] TF oe E [a(Az)” — 6aeAt + 2a*(At)*] | oe EA (5.68) 


由 此 可 以 立即 看 出 ， 不 论 如 何 选 取 时 间 步 长 ， 扩 散 系 数 都 比 原 方程 小 ， 且 仅 当 
Eo a-(aAt) -2 
5 S E, z = 


时 ， 扩 散 系 数 是 非 负 的 . 这 是 与 长 度 标 度 为 aAt 的 网 格 Pkclet 数 小 于 2 的 要 求 相对 应 的 
稳定 性 的 最 大 限度 ; 这 与 由 (5.50) 式 定义 的 网 格 比 的 术语 给 出 的 包含 在 (5.56) 和 (5.57) 两 
式 中 的 实用 稳定 性 条 件 vw? < 2u 是 等 价 的 . 注意 ，(5.68) 中 的 下 一 项 可 以 用 来 估计 格式 的 
色散 (dispersion) 程度 . 

在 这 里 我 们 应 该 指出 ， 对 于 如 上 所 得 的 修正 方程 的 解释 主要 得 益 于 傅 里 叶 分 析 ， 对 
FP A Lp ae oe FOR m 阶 空间 导数 的 结果 就 是 乘 以 一 个 因子 (ik). 因此 ， 奇 数 
阶 导 数 改 变 了 波 型 的 相位 { 从 而 导致 色散 ), 只 有 偶数 阶 导数 改变 了 波 型 的 大 小 并 因 些 可 
能 导致 不 稳定 性 如果 二 阶 导数 项 的 系数 是 负 的 (前 面 刚 讨论 过 的 例子 表明 这 种 情形 的 
确 会 出 现 ) 则 可 推出 不 稳定 性 ， 因 为 当 kAz 很 小 时 ， 该 项 就 会 控制 住所 有 其 他 更 高 阶 的 
项 ， 如 果 二 阶 导数 项 的 系数 为 零 ， 则 需要 进一步 考虑 更 高 阶 的 项 ， 下 面 我 们 就 来 做 这 件 
$. 

我 们 比较 详细 地 给 出 了 以 上 分 析 过 程 ， 因 为 这 种 分 析 可 以 用 来 比较 任何 一 种 显 式 的 
三 点 格式 和 对 流 扩散 问题 的 形态 ， 为 保证 相 容 性 ， 一 阶 差 分 项 应 为 aAoz/Az, HOM 
分 项 可 以 有 不 同 的 系数 . 因此 假设 其 系数 由 e 变 到 e. 则 由 改变 过 的 (5.67) KA, BS 
e — da? At = e, 则 扩散 项 就 能 被 正确 模拟 . 亦 即 eAt/(Az)? = eAt/(Az)? + 3(aAt/Az) ,这 
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恰巧 与 Lax-Wendroff 格式 所 给 出 的 完全 一 样 。 于 是 误差 主 项 为 色散 项 ，Uzz 的 系数 为 
-sa(Az) + adt (e+ =" At) 一 50°(At)? = -za(Az)201 — (aAt/Az)?] + a cât. (5.69) 


由 此 知 , 对 纯 对 流 问 题 ，Lax-Wendroff 格式 的 色散 误差 在 任何 稳定 的 网 格 比 下 总 是 负 的 ， 
上 式 在 形式 和 基 值 上 均 与 4.5 节 所 示 的 该 格式 居 主 导 地 位 的 相位 迟滞 误差 相符 . 

要 分 析 Lax-Wendroff 格式 的 稳定 性 ， 需 要 考虑 展开 式 (5.67) 中 包含 四 阶 空间 导数 的 
项 . 我们 仅 限 于 考虑 se = 0, 即 纯 对 流 问 题 ， 因 此 ， 记 CFL 数 为 v = aAt/Az, 不 难得 出 该 
方法 的 修正 方程 为 

Ü, + aU, = -z a(Az)?[1 — wUzs — 8a2AtAz)2[1 = ia (5.70) 

从 而 |v) > 1 时， 四 阶 导 数 项 的 系数 变 为 正 的 ， 对 应 于 不 稳定 性 . 

这 是 一 个 很 好 的 例子 , 其 中 二 阶 项 的 系数 为 零 , 但 四 阶 导 数 项 的 系数 可 以 变 成 正 的 ， 
于 是 对 很 小 的 kAz 四 阶 项 成 为 控制 项 ， 我 们 因此 可 以 推出 不 稳定 性 . 不 过 ， 如 果 二 阶 项 
和 四 阶 项 的 系数 都 是 正 的 ， 则 情况 就 复杂 得 多 : 我 们 会 预期 二 阶 项 会 起 主导 作用 ， 因 此 


预示 着 稳定 性 ; 但 是 我 们 必须 考虑 网 格 所 能 承载 的 所 有 传 里 叶 波 型 ( 即 满足 [RA] < 7 的 
所 有 波 型 ) 以 及 修 止 方程 的 所 有 项 . 


基于 以 上 对 稳定 性 的 考虑 ， 我 们 将 注意 力 集 中 于 纯 对 流 问 题 . 因为 不 难看 出 即使 对 
简单 的 热流 问题 修正 方程 方法 也 会 失效 . 例如 , 假设 在 (5.67) AFS a = 0, RIEF 
知 的 稳定 性 条 件 . 我 们 会 发 现 情 况 正如 上 段 所 描述 的 那样 ， 很 难 推出 一 个 合理 的 结论 ， 
两 类 方程 之 间 产 生 这 种 明显 差别 的 基本 原因 在 前 面 的 傅 里 叶 分 析 中 已 经 看 得 很 清楚 . 许 
多 对 流 方程 的 逼近 方法 的 不 稳定 性 表现 在 低频 部 分 (low frequencie), 类 似 于 图 4-18 作 增 长 
因子 图 ， 就 会 看 到 当 kAz 从 零 开 始 增 大 时 ， 增 长 因子 就 会 移动 到 单位 圆 外 ; 对 于 这 样 的 
波 型 像 (5.67) 那样 按 空间 导数 阶 的 增 序 做 展开 是 很 有 道理 的 . 但 是 ， 正 如 2.7 和 2.10 节 
所 示 ， 热 流 问 题 典型 的 逼近 方法 的 增长 因子 是 实 的 ， 且 不 稳定 性 首先 出 现在 振荡 最 厉害 
的 (most oscillatory) 波 型 kAz = r 处 ,相应 的 增长 因子 小 于 -1. 这 时 象 (5.67) 那样 的 展开 
AO TIC A Rb. 

不 过 有 办 法 破解 这 一 两 难 的 困境 . 对 每 一 个 在 |kAz| < ”范围 内 的 波 型 ， 可 将 其 写 为 
kAz 二 一 k'Az, 其 中 |k'Az| 对 大 多 数 振 葛 最 厉害 的 波 型 是 小 量 ， 于 是 关于 该 其 做 震级 数 
展开 ,就 相当 于 按 振荡 波 型 幅度 的 空间 导数 做 展开 . 下 式 等 价 于 对 健 里 叶 波 型 做 分 解 

Uş = (U°); + (—1))*"(U°)", (5.71) 
亦 即 将 U 分 解 为 光滑 部 分 US 和 振荡 部 分 U., 并 试图 找到 描绘 后 者 性 质 的 修正 方程 . 注 
意 我 们 已 经 取出 了 关于 时 间 变 其 的 因子 (1), 因为 那些 变 得 不 稳定 的 波 型 的 增长 因子 预 
计 会 在 -1 附近 . 
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现在 来 考虑 与 上 面 (5.66) 相同 的 格式 ， 不 过 是 对 a=0 给 出 的 纯 扩散 问题 . 对 于 振 葛 
波 型 ， 提 出 公 因 子 (-1)*", 得 
-(U)?™ = (VU)? + w[—-(U°)F_1 ~ 2(0°)F — (UV) 


= (1—2p)(U0°)? — 2p h + 5 (An)?0? + 5 (An)tas +: | (U®°)?, (5.72) 


其 中 方 括号 中 的 展开 式 是 j = 士 1 时 两 项 展开 式 的 平均 值 . 因此 ,将 所 有 这 些 项 搜集 到 一 
起 ， 就 得 到 向 前 差 商 格式 


DU’ = {zaen — 1) + e [82 + 5 (Ar) 十 …- I} Ue. (5.73) 


我 们 立即 就 可 以 看 出 ， 当 人 > 3 时 会 有 指数 增长 ， 


同样 的 方法 可 以 帮助 我 们 理解 图 2.7 中 的 一 些 不 稳定 现象 . 写 出 Crank-Nicolson 格式 
的 对 等 于 (5.73) 的 表达 式 ， 则 不 难看 出 


o _ —2 o 
DriU 一 Uar DA + O((Az)?). (5.74) 


这 显然 是 稳定 的 ， 因 为 对 任意 的 正 值 4w, 它 给 出 了 按 指 数 衰减 的 项 . 4 At 趋向 于 零 时 ， 
除了 对 极 小 的 t, 指数 因子 就 小 得 微不足道 了 . 不 过 , 在 粗 网 格 上 情况 就 不 一 样 了 . 例如 ， 
当 J =10, 4 = 10, 我们 有 At = 1/10, 所 以 指数 因子 为 exp( 一 (20/21)t), 这 在 整个 0.1<t<1 
区 间 上 都 是 相当 大 的 . 这 表明 振荡 项 对 该 区 间 上 按 最 大 模范 数 的 误差 有 着 重大 的 影响 ， 
当 网 格 加 密 时 ， 这 种 影响 迅速 减 小 ， 以 上 分 析 表 明 ， 当 了 增加 至 50 左右 时 ,振荡 项 的 影 
响 就 减少 到 可 以 忽略 了 . 

在 本 节 的 最 后 , 我 们 将 修正 方程 分 析 应 用 于 4.8 节 的 盒 式 格式 ， 其 中 (1t 波 型 是 
著名 的 棋盘 波 型 (chequerboard mode), 它 也 是 差分 格式 只 由 边界 条 件 制约 的 伪 解 (spurious 
solution). 较 方便 的 做 法 是 使 用 平均 算 子 


HzrUj+1/2 :一 3(U; + Uj+1), (5.75) 
类 似 地 也 有 u, 利用 这 两 个 算 子 可 以 将 线性 ( 常 系数 ) 对 流 方程 的 盒 式 格式 写 为 
Haben ja + (aAt/Az)pmidrUr =0. (5.76) 


我 们 可 以 将 四 个 网 格 点 上 的 值 在 它们 的 中 点 做 泰勒 展开 ， 然后 用 类 似 于 从 (5.61) 导出 
(5.62) 的 方法 ， 将 关于 时 间 的 高 阶 导数 替换 为 空间 的 导数 ， 最 后 推出 下 面 得 到 的 修正 方 
程 . 但 下 面 要 进行 的 是 一 种 更 具 启 发 性 且 更 为 精巧 的 做 法 ， 我 们 先 在 盒 式 格式 (5.76) 上 
作用 两 个 平均 算 子 的 逆 算 子 ， 并 引入 差分 算 子 


= as D, = Hi óe 


z= Ag ’ t At . (5.77) 
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这 样 我 们 就 可 以 将 该 格式 写成 紧凑 的 形式 (Di + aDz)U = 0. 尽管 这 一 步 只 是 形式 上 的 运 
算 ， 实 际 计 算 时 并 不 会 这 么 做 ， 但 它 却 显示 出 盒 式 格 式 是 用 一 种 相 容 的 方式 将 微分 算 子 
替换 为 差分 算 子 ， 而 且 由 此 导出 了 与 微分 方程 直接 对 应 的 差分 关系 式 ， 更 重要 的 是 ， 这 
给 出 了 一 种 利用 算 子 演算 (operator calculus) 推导 修正 方程 的 直接 且 极 具 普 遍 性 的 方法 . 


第 一 步 是 按 类 似 于 (5.63) 和 (5.64) 的 做 法 得 到 差分 算 子 关系 式 
1 = 1 
P= (547) . tanh(5Azd;), 
由 此 可 推出 


D, = i en | (An)? 十 … | i (5.78) 


对 时 间 差 分 算 子 做 类 似 的 演算 ， 然 后 取 逆 ， 得 


应 用 (5.78, 5.79) 两 个 展开 式 ， 就 立即 得 到 了 格式 的 修正 方程 
Ui + aU, = Zalar 一 2)D t, (5.80) 

这 里 我 们 引入 了 CFL & v. 

展开 式 中 的 所 有 其 他 项 都 只 含 奇 数 阶 导数 ， 这 与 格式 的 无 条 件 稳 定性 相 一 致 ， 色 散 
项 的 系数 根据 v < 1 (导致 相位 超前 (phase advance)) 或 v > 1 (导致 相位 滞后 (retardation)) 
而 改变 符号 . 事实 上 ， 展 开 式 (5.80) (4.85) 所 给 出 的 增长 因子 的 相位 展开 式 完全 精确 
地 相对 应 . 不 过 修正 方程 可 以 推广 到 传播 速度 为 变量 的 问题 ， 如 图 4-13 所 给 出 的 例子 ， 
事实 上 还 可 以 推广 到 非 线 性 问题 . 

修正 方程 (5.80) 仅 适 用 于 流 的 光滑 分 量 . 但 图 4-13 显示 间断 的 初始 值 会 引起 解 的 剧 
烈 振 荡 . 因此 , 我 们 现在 来 推导 对 应 于 分 解 式 (5.71) 中 振荡 分 晤 的 修正 方程 . 对 正在 使 用 
的 差分 算 子 ， 不 难看 出 对 分 解 式 (5.71) 中 振荡 分 量 有 


bzUi+U2 = (-1P**2p2U P44 /2; 
haU = (“1560S a0 (5.81) 
即 差分 变 成 平均 ， 而 平均 变 成 差分 . 因此， 由 (5.76), U. 满足 的 方程 为 
hô (UY tia + (aAt/Az)uzô (UEa =0. (5.82) 


比较 两 个 方程 就 可 以 立即 写 出 振荡 分 其 所 满足 的 修正 方程 , 容易 看 出 , BS v2 = a(At/Az)? 
并 考虑 将 a 换 为 1/v2 后 的 对 流 扩散 方程 ， 则 Ue 满足 关于 该 方程 的 盒 式 格 式 ， 于 是 有 


Ue + (1/r2)U2 = 50/42)? (1 — v2)Ue 十 …， (5.83) 
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因此 这 些 波 型 依然 没有 被 衰减 ， 而 是 以 完全 不 同 于 a 的 依赖 于 网 格 比 的 速度 传播 如 
4.8 节 所 示 ， 这 个 传播 速度 也 可 以 由 这 些 波 型 的 群 速度 推出 ， Cn = a/v? 三 1/z. 
4.8 节 还 提 到 ， 棋 盘 波 型 通常 可 用 加 权时 间 平 均 的 方法 控制 . 所 以 我 们 最 后 来 看 一 下 
这 种 做 法 对 修正 方程 的 效果 . 定义 平均 算 子 
GUTH: -= gu"t! 4 (1 一 的 Dn， (5.84) 
因而 有 b = we + (0-3). 然后 引入 算 子 


Me := pr, = 1+ (0- 5)At Di. (5.85) 
利用 该 算 子 ， 可 将 加 权 盒 式 格式 改写 成 
[Di + aAMiDe]UI 人 = 0. (5.86) 


记 7 = (9 一 3)At, 求解 出 时 间 方 向 的 差分 ， 便 得 到 展开 式 
DU = (1+yaD,)7(-aD,)U 
= [-aD, + ya’D? — ya D} +--+] U. (5.87) 
然后 代入 (5.78, 5.79) , 就 得 修正 方程 
Ü, + aU, =m7a2U +a(Ar) (50 =y y= no Oe es (5.88) 
因此 ,车 取 9<3, 则 有 YY<0, 从 而 导致 不 稳定 性 ; 但 若 取 9 >, 则 引入 了 阻尼 . 通常 9 
的 取 值 限制 在 9 = 5 + OAL). 
再 来 考虑 振荡 波 型 . 由 (5.81), 我 们 将 (5.86) BA 
{D- + a(At/Az)? |p: + 4(At) ~} (0 一 D] \ U° = 0， (5.89) 
由 此 ， 便 得 到 修正 方程 
Üe + (1/v2)Ŭ? = —4(At)-1(0 — 5)0° + 国生 (5.90) 


因此 ， 甚 至 取 9= 二 +O(Ab 时 ， 只 要 9 > J, 则 棋盘 波 型 也 是 指数 衰减 的 . 
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我 们 已 经 在 2.7 和 4.11 节 中 看 到 ， 关 于 fudr 的 守恒 律 可 以 帮助 选取 边界 条 件 . 现 
在 我 们 来 考虑 如 何 利用 类 似 的 关于 /lul?dz 的 守恒 律 ， 推 导出 建立 稳定 性 的 有 用 方法 . 
这 类 方法 的 起 源 及 思想 有 若干 出 处 . 无 可 质疑 最 为 重要 的 是 在 建立 写成 为 (5.1a) 形式 的 
一 大 类 偏 微分 方程 的 适 定性 时 ， 能 基 不 等 式 所 起 的 作用 . 设 将 方程 的 两 端 分 别 与 习作 内 
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R, ER 上 积分 并 利用 格林 公式 (Green’s Identities), 则 在 一 定 的 边界 条 件 下 有 
(u, Lu) = f uL(u)dQ< K f lul’ dQ = Kllullz. (5.91) 
2 2 


由 此 就 可 以 建立 微分 问题 在 Lo 范 数 意 义 下 的 适 定性 .因为 该 范 数 有 时 表示 的 是 系统 的 
物理 能 其 ， 所 以 不 论 是 应 用 于 微分 问题 还 是 其 有 限 差分 近似 ， 这 类 方法 一 般 被 称 为 能 量 
万 法 (energy method). 

作为 一 个 简单 的 例子 ， 我 们 先 回 到 第 二 章 最 开始 所 引入 的 模型 问题 ， 即 带 齐 次 狄 利 
克 雷 边界 条 件 的 一 维 热传导 方程 : 


ts = then 0O<a2<1, t>0, (5.92a) 
u(0,t) = u(1,t)=0, :>0, (5.92b) 
u(z,0)} = w°(z2), O<2<1. (5.92c) 


由 (5.92a), 立即 得 到 (fu?) = u urr, 因此 做 分 部 积分 后 得 
2 ([ wdc) = [ UUzrdz = |u uz] 一 f tfar (5.93) 
0 0 0 


1 
= f (uz)*dx < 0, (5.94) 
0 


其 中 我 们 还 用 到 了 边界 条 件 (5.92b). 因此 我 们 证 明了 u iY Lo 范 数 是 递减 的 ,因而 被 其 初 
始 值 所 界定 . 注意 ， 在 这 种 情况 下 ，% 的 Lo 范 数 并 不 对 应 于 系统 的 物理 能 基 . 

在 这 个 分 析 中 最 主要 的 工具 是 分 部 积分 . 要 得 到 离散 情形 的 类 似 结果 需要 用 到 下 
面 将 要 给 出 的 分 部 求 和 (summation by parts) 公式 . 但 是 我 们 首先 指出 离散 情形 的 这 种 
分 析 方 法 ， 直 接受 到 曾 在 5.6 节 提 到 过 的 Kreis 矩阵 定理 的 启发 ， 该 定理 的 其 中 一 个 命 
题 ， 可 以 证 明 与 (5.46) 式 所 表述 的 增长 矩阵 G 的 徐 有 界 性 等 价 ， 该 命题 称 存在 能 量 范 数 
jul} := v* Hv, 使 得 |Gla < 1; 即 存在 一 致 有 界 正 定 的 埃 尔 米 特 矩 阵 (Hermitian matrix) H 满 
足 


GHG <H. (5.95) 


因此 在 该 范 数 意义 下 ， 每 一 时 间 步 误差 都 不 会 增长 . 不 幸 地 是 我 们 一 般 并 不 知道 如 何 构 
造 或 选取 这 种 矩阵 H, 或 者 当 我 们 从 傅 里 叶 空 间 转换 到 实 空间 时 ， 不 知道 如 何 构造 或 选 
取 相 应 的 算 子 ， 而 我 们 实际 需要 的 正 是 这 些 实 空间 的 算 子 ， 因 为 该 定理 最 重要 的 目标 就 
是 要 把 由 傅 里 叶 分 析 得 到 的 稳定 性 结果 推广 到 变 系 数 、 非 周期 边界 条 件 等 情形 . 另 一 方 
面 ， 对 一 些 重要 的 问题 ， 我 们 能 够 凭 感觉 通过 组 合 一 些 差 分 算 子 构造 出 这 种 算 子 .本 节 
中 我 们 将 通过 若干 例子 来 演示 如 何 做 到 这 一 点 ， 得 到 这 种 算 子 之 后 ， 就 可 以 建立 所 考虑 
的 差分 格式 的 稳定 性 了 ,但 是 我 们 却 无 法 证 明 不 稳定 性 ， 因此 这 种 方法 给 出 的 是 稳定 性 
的 充分 条 件 ， 这 些 条 件 补充 了 由 冯 诺 伊 曼 分 析 给 出 的 必要 条 件 . 
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在 开始 做 这 件 事 之 前 ， 先 来 介绍 一 个 最 近 的 结果 ', 该 结果 使 我 们 能 够 非常 直接 地 证 
明 一 大 类 重要 方法 的 稳定 性 . 该 定理 事实 上 给 出 了 与 我 们 定义 的 实用 稳定 性 等 价 的 BB 
定性 (strong stability) 的 条 件 ， 因 为 它 能 够 直接 适用 的 仅 限 于 解 不 会 增长 的 问题 . 


定理 5.3. 设 通 过 (反复 ) 应 用 一 个 空间 差分 算 子 LA ,并 将 其 写成 称 之 为 Runge-Kutta 
时 间 步 进 法 的 展开 式 的 形式 ， 来 近似 计算 一 个 (5.1a) 形式 的 适 定 问题 : 


“a (AtLa)' 
Sete I (AtLa)’ La) U”, (5.96) 
i=0 


REEF LA 在 下 述 意 义 下 是 强制 的 (coercive), 即 存在 正常 数 ,使 得 所 有 的 网 格 函 数 
U 都 满足 


(LaU, U) < —nllLaUll. (5.97) 
则 对 s= 1,2,3, 或 4, 当时 间 步 长 满足 条 件 
At < 2n (5.98) 


时 ,格式 是 强 稳定 的 . 


证 明 . 对 一 个 不 反复 应 用 该 算 子 的 方法 ， 即 s = 1 且 算 子 在 (5.97) 的 意义 下 是 强制 的 ， 有 
Urt? = lvU"*+AtLaU"l 
"|? +2At(U", LaU™) + (At)? ||LaU™ ||? 
< IU”? + At (At — 2n) La U" N. (5.99) 
因此 ， 当 (5.98) 满足 时 ， 近 似 解 的 范 数 不 增加 . 对 s = 2 , 不 难 验证 
I+ AtLa + 5(AtLa)? ae | 


2 


3 é 
(Aa 11 1 7 
2 on al + 5 (I + Atha) + (I + Atha) j 


I+ T + AtLa)’, 


而 对 s = 4, 有 
4 i 
> Oa) SI $ (I + AtLa) + ta + AtLa)? + zU + AtLa)*. 
由 于 我 们 已 经 证 明了 当 (5.98) 满足 时 ， 有 + AtLal| <1, 因此 该 算 子 的 所 有 大 次 都 满足 
类 似 的 不 等 式 ， 又 因为 以 上 每 个 展开 式 的 各 项 系数 之 和 为 1, 于 是 1 是 所 有 这 三 个 算 子 展 
开 式 共同 的 界 . a 


1 Levy, D. and Tadmor, E. (1998), From semi-discrete to fully discrete: stability of Runge-Kutta schemes 
by the energy method, SIAM Rev. 40, 40-73; and Gottlieb, S., Shu, C.-W. and Tadmor, E. (2001), Strong 


stability-preserving high-oder time discretization methods, SIAM Rev. 43, 89-112. 
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在 应 用 上 述 定理 之 前 ,我 们 先 来 作 一 些 评注 . 定理 的 思想 来 源 于 半 离 散 方法 (semi- 
discrete method); 即 首 先 将 空间 做 离散 化 ， 把 偏 微分 方程 转化 为 大 规模 的 常 微分 方程 组 
(large system of ODEs), 然后 应 用 例如 Runge-Kutta 时 间 步 进 法 求解 . 对 于 s > 1 的 情形 ， 
显然 必须 注意 使 用 适当 的 边界 条 件 ; 要 将 这 种 思想 用 于 非 线 性 问题 ， 则 有 更 多 需要 注意 
的 地 方 但是， 我 们 在 这 里 仅 局 限于 讨论 标准 的 线性 问题 ， 且 仅 将 定理 用 于 s = 1 的 情 
É. 不 过 ， 这 仍然 是 一 个 应 用 能 晤 分 析 建 立 若干 方法 的 稳定 性 的 有 用 的 框架 . 

定理 中 的 实 内 积 和 范 数 可 以 相当 一 般 ， 而 我 们 的 目的 是 将 定理 的 结果 用 于 离散 的 i 
范 数 . 其 一 般 形 式 为 (5.5), 但 我 们 将 例子 限制 在 一 维 ， 并 且 假 设 采用 的 是 一 致 网 格 ， 记 
Jn = {1,2,… ,J 一 1}, RAAZ UAV 的 12 内 积 为 


J-1 
(U, V)2 = Az È UiV, (5.100) 
1 


相应 的 范 数 为 Ul = (U, U)’. 在 相应 的 网 格 上 分 部 求 和 公式 由 以 下 引 理 给 出 . 


J-l 
> [Vj (W541 — Wj) + Wj (Vj — Vj-1)) = Va-1Wy — Vow, (5.101) 
1 


和 


gad 
ye [Vj (Wyo. ~ Wj-1) + Wy (Vig — Vj-a)) = (VW + W3-1V3) — (VoWi + Wo). (5.102) 
1 


直接 进行 代数 运算 即 可 证 明 (5.101), 具体 过 程 留 作 习题 . 在 (5.101) PZ V A W 
的 位 置 ， 再 将 所 得 的 两 个 结果 相 加 即 得 第 二 个 公式 (5.102). 
用 差分 算 子 可 以 将 (5.101) 和 (5.102) 写成 
(V, AieW)2 + (W, A_zV)2 = Az(Vy-iWy 一 VoW1) (5.103) 
和 
(V, BonW)o + (W, AozV)2 = 5A (VW + Wy-1Vs) —(VoWi + WoV)]. (5.104) 


在 第 一 个 式 子 中 用 A-W 替换 W ,还 可 以 得 到 
(V, 62W)2 + (A_2W, A_zV)2 = Az [V31 (W; — Ws-1) — Vo(Wi 一 Wojj; (5.105) 
Aik, mMRAV=aWRVY=V=0,A 
J 


(V, 62V)2 = -llês V ||} := -As 》 [62 Vj-1/21’, (5.106) 
j=1 


其 中 应 该 注意 的 是 ， 求 和 范围 包括 了 所 有 J 个 单元 . 
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例 1. 首先 考虑 应 用 显 式 格式 求解 (5.92). 格式 可 以 写成 


DZ = 十 HOT ， (5.107) 
其 中 j= At/(Ax)?. 现 将 定理 5.3 应 用 于 该 格式 ， 这 里 La = (Az). 由 (5.106) 有 
(Az)? (LAU, U) = (62U, U) = -||62U ||, (5.108) 


在 此 式 中 ， 我 们 省 略 了 范 数 ||- le MAR (.，')2 的 下 标 (本 节 剩 下 的 部 分 里 也 将 做 同样 的 
省 略 ); 由 Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 我 们 还 有 


J-1 


(Az)*||LZaU|?_ = ls 人 = Az 》 (62U 5 41/2 — §2Uj~1/2)° 
j=1 
J-1 
< 2Az 5 [(62U;41/2)? + (62Uj-1/2)"| 
j=l 
< 4(|6,U|I?. (5.109) 


比较 (5.108) 和 (5.109), 显然 定理 5.3 对 n= (Ax)? 成 立 ， 于 是 推出 当 At < (Az)? Bt, R 
式 具 有 稳定 性 的 熟知 的 结果 . 


例 2. 其 次 我 们 考虑 应 用 隐 式 0- 格式 求解 同样 的 问题 . 定理 AIGA TAA. 因此 我 
们 推导 如 下 ， 将 差分 方程 写 为 

Ur — UF! = p [062UP + (1 — 6)62UP~"}, (5.110) 
在 上 式 两 端 同 乘 以 UP +U , HER ER RE TAG, BN j= 1,2,...,07-1, RM. 于 
是 得 到 

上 ZI 一 DZ 一 AD 十 Tbz[ + (1 — 8)U"™")). 
对 上 式 的 右 端 应 用 分 部 求 和 公式 (5.105), 然后 再 应 用 形 如 -ab < z(a? +b?) 的 Cauchy- 
Schwarz 不 等 式 ， 就 得 到 
yur? -Ho = 一 Ac + UP}, cl 二 9 ]) 

—p {6||52U"||? + (1 — 8)||62U"""||? + (52U", 52U"~")} 


IN 


-u (0 - Davr? + G Ose" (6.111) 
注意 最 后 一 个 表达 式 中 两 项 的 系数 大 小 相等 符号 相反 因此 ， 当 将 同样 的 公式 用 于 前 面 
各 步 ， 并 将 结果 求 和 时 ， 则 所 有 的 中 间 项 都 会 相互 抵消 ， 易 见 ， 其 结果 是 

JU"? No? < 一 we 5) {lbU |? — eV} 
我 们 将 此 式 改 写 为 更 有 意义 的 表达 式 

UI? + pl0 一 N50" < JU? + we — 5201. (5.112) 
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如 果 上 式 两 端的 表达 式 对 应 于 某 种 范 数 的 话 , 则 稳定 性 也 就 隐 含 其 中 了 . 事实 上 , 若 上 式 
两 端的 第 一 项 都 能 控制 住 第 二 项 ， 则 格式 具有 12 范 数 ! 意义 下 的 稳定 性 . 在 (5.109) H, 
Cauchy-Schwarz 不 等 式 被 用 来 导出 8U 的 范 数 的 界 ， 现 在 需要 同样 地 导出 5.U 的 范 数 的 
界 ; 实际 上 ， 用 (5.109) 中 的 方法 可 以 得 到 有 用 的 不 等 式 

|5,U ||? < 4||U||?. (5.113) 
将 此 用 于 (5.112), 即 推出 y(1 — 20) < 5, 给 出 稳定 性 ， 这 与 2.10 节 得 到 的 结果 几乎 是 等 价 
的 ， 这 里 的 方法 只 是 在 该 关系 式 为 等 式 时 没 能 推出 稳定 性 ， 但 这 只 对 9 < 立 的 情形 有 影 
MF. 还 要 提请 大 家 注意 ， 因 为 由 (5.111) 知 ， 当 稳定 性 条 件 满足 时 该 范 数 在 每 一 步 是 非 增 
的 ， 所 以 这 个 例子 说 明 ， 我 们 能 够 显 式 地 构造 出 Kreiss 矩阵 定理 所 确保 存在 的 范 数 . 


B 3. 在 本 例 及 后 面 一 个 例子 中 我 们 将 说 明 如 何 应 用 能 其 分 析 来 处 理 更 加 复杂 的 问题 ， 
尤其 是 变 系数 的 问题 和 需要 施加 数值 边界 条 件 的 问题 . 考虑 以 下 问题 


u:t+a(rjur = 0, O<2 <1, t>0, (5.114a) 
u(z,0) = u(x), 0<2<1, (5.114b) 
u(0,t) = 0, t>0. (5.114c) 
iw alx) 非 负 、 有 界 且 满足 利 普 希 欧 (Lipschitz) 条 件 : 
Og<a(lz)< A, |a(x) ~ a(y)| < Krlz — yl. (5.115) 


注意 ， 与 特征 线 从 左 指向 右 相 容 ， 齐 次 狄 利克 雷 边 界 条 件 加 在 了 左 端 . 


本 例 中 ， 我 们 考虑 使 用 一 阶 迎 风格 式 ， 并 采用 非常 直接 的 类 似 于 证 明定 理 5.3 的 方 
法 . 令 La = -alAz)- A-r, WA 


(LaU, U) 


J-1 
->》 aj(U; — Uj_-1)U; 
j=l 


J 一 1 J-1 
一 x a;U; + py ajU;U;-1; (5.116) 
j=1 j=l 
J—1 J-1 
Az ILavll? = 》 a3 (U; IE U;j-1)° <A 》 a; (Uj a U;-1)? 
j=l j=) 


j=l 


J-1 J 一 1 J 一 1 
= A > ajUj -2 ) a;UjU;-1 + Do z5 . (5.117) 
j=1 j=1 


! 原 书 中 是 L2 范 数 . 但 显然 这 里 用 的 是 离散 i2 TR. 


5.9 守恒 律 与 能 量 法 分 析 147 
于 是 推出 


2(LaU, U) + A7 Az || LAU]? 


人 


-Do - Ui 


J 一 2 
= = >》 (a; — a541)U} 一 av-1U3 
ar 


和 KU, (5.118) 
其 中 用 到 了 左 端 边界 上 U 的 边界 条 件 和 a 的 利 普 希 欧 条 件 . 因此 , 若 稳定 性 条 件 AAt < Ar 
得 以 满足 ， 就 有 
2At (LAU, U) + At?||LaU||? < At [2(LaU, U) + A-!Az|LaUI’) 
< K,At||U|l?. (5.119) 
这 就 给 出 了 结论 
IU + At La)U||? < (1+ K,At)||U|l?, (5.120) 


亦 即 格式 的 稳定 性 . 本 例 利用 能 基 方 法 证 明 变 系数 不 会 破坏 稳定 性 ， 尽 管 会 引起 误差 增 
大 ， 这 是 具有 代表 性 的 方法 . 


例 4. 仍然 考虑 同样 的 对 流 问 题 (5.114), 但 应 用 蛙 跳 格 式 , 且 为 简单 起 见 , 设 a 为 正常 数 . 
格式 可 以 表示 为 
Upt) — UP! = —2v^osU?, je Jn = {1,2,...,J - 1}, (5.121) 
其 中 vv = aAt/Az. 该 格式 给 出 了 UP 的 显 式 计 算 公 式 ， 但 仅 限 于 内 点 . U3* 的 值 由 边 
界 条 件 给 出 , MUTT) 的 值 则 必须 用 其 他 方法 计算 . 我 们 将 从 格式 稳定 性 的 能 基 分 析 中 推 
出 适当 的 数值 边界 条 件 . 
在 (5.121) WARLA UPH + Ur 然后 求 和 ， 得 
Jur) |? - Jue? = 一 27(7"+ + U3, Age"). (5.122) 
与 例 2 相同 ， 我 们 要 将 (5.122) 右 端 表示 成 为 两 个 类 似 的 表达 式 ， 在 相 邻 时 间 步 取 值 之 差 
的 形式 .为 此 ， 应 用 第 二 个 分 部 求 和 公式 (5.104), HERFS V =U! 及 W=U", 得 
2v [(U"-!, AozU") + (U”, AorU"—")| = aAt [UZ={UF + U? UY). (5.123) 


结果 就 得 到 
7+ ||? — Ur = -2v(U"**,, AozU") + 2v(U™, Aor") 


— at [U?-IU? + UY U3] - (5.124) 
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含 内 积 的 两 项 在 关于 时 间 逐 步 求 和 时 会 相互 抵消 不 过 这 两 项 中 还 包含 右 端 边界 点 的 值 
UF, 而 我 们 还 没有 定义 怎样 计算 该 值 ， 将 (5.124) 中 的 所 有 边界 项 合并 在 一 起 ， 得 
—aAt [UZ*{UF — U3- U3? + UZ_{UF + UJ UY 1]. 
其 中 第 二 和 第 四 项 相互 抵消 因此 ， 如 果 施 加 边界 条 件 
Uj = (US; + U52)), (5.125) 

则 剩余 的 边界 项 的 贡献 是 负 定 的 . 所 以 , 如 果 将 所 得 到 的 不 等 式 在 时 间 层 n,n 一 1,.…,2,1 
上 求 和 ， 并 在 内 积 上 加 一 撤 表 示 从 中 去 掉 了 右 端 边 界 项 ， 就 得 到 

Ur? + U”? +2v(U", AoW")! < UP + UN +2v(U, As)’. (5.126) 
最 后 ， 对 内 积 项 应 用 Cauchy-Schwarz AFR, 4 


J-1 
2(U"*!, Ag") = As 》 UPH NUR, -Ual 
jl 
< U+? + un, (5.127) 
其 中 ， 再 次 用 一 撤 表 示 从 求 和 中 去 掉 了 右 端 边界 项 . hiem, Ry <1, 则 (5.126) 两 端 
均 为 正定 的 , BSR A lo 范 数 等 价 . 亦 即 对 这 样 的 CFL 数 ,我 们 证 明了 1s 范 数 意义 下 
的 稳定 性 ， 但 与 例 2 一 样 我 们 不 能 用 这 种 方法 证 明 v = 1 时 的 稳定 性 . 
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毫 无 疑问 ， 傅 里 叶 分 析 是 研究 差分 格式 稳定 性 以 及 精度 的 最 有 用 和 最 精确 的 工具 
而 由 Lax 等 价 定理 ， 稳 定性 则 是 最 关键 的 性 质 ， 然 而 ， 由 于 傅 里 叶 分 析 仅 能 够 应 用 于 具 
有 常 系数 且 满 足 周期 边界 条 件 的 线性 问题 ， 且 只 能 研究 定义 在 一 致 网 格 上 的 差分 格式 在 
lo 范 数 意义 下 的 稳定 性 , 因此 传 里 时 分 析 方 法 也 是 一 种 最 受 限制 的 方法 . 所 以 , 过 去 四 十 
年 有 关 这 方面 的 大 多 数 的 理论 进展 ， 可 以 认为 是 在 表明 由 健 里 叶 分 析 得 到 的 结论 可 以 有 
更 广泛 的 应 用 . 认为 拓 广 傅 里 叶 分 析 应 用 范围 是 可 行 的 想法 源 于 早期 汉 诺 伊 曼 的 观察 ， 
即 对 于 差分 格式 来 说 最 不 稳定 的 是 高 频 波 型 ， 因 此 不 稳定 性 更 应 该 是 一 种 局 部 的 现象 . 

对 抛物 型 问题 ， 我 们 已 经 通过 若干 例子 显示 最 大 值 原理 可 以 用 来 证 明 很 大 一 类 问题 
(包括 变 系 数 、 非 一 致 网 格 、 非 矩形 区 域 和 实际 的 边界 条 件 等 ) 的 稳定 性 . 传 里 叶 分 析 在 其 
适用 时 给 出 的 是 稳定 性 的 必要 条 件 ， 这 些 条 件 通常 比 用 最 大 模范 数 分 析 得 到 的 条 件 弱 . 
不 过 ,由 前 面 曾经 提 到 过 的 Fritz John 的 工作 ， 傅 里 叶 分 析 得 到 的 条 件 在 证 明 (5.28) 意义 
下 的 稳定 性 时 也 是 充分 条 件 , 而 且 由 定理 5.1 知 , 为 了 保证 收敛 性 需要 用 到 这 种 稳定 性 . 
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由 于 两 位 作者 的 导致 重大 发 展 的 综述 论文 !, 这 种 稳定 性 也 常常 被 称 为 Laz-Richtmyer 稳 
定性 (Lax-Richtmyer stability). 情形 之 所 以 是 这 样 ， 其 主要 原因 有 两 个 . 

第 一 个 原因 是 (5.28) 中 的 稳定 性 条 件 的 选择 本 身 就 是 为 了 得 到 这 样 的 结果 . ”20 世纪 
50 年 代 使 用 着 许多 不 同 的 稳定 性 定义 ,这 些 稳定 性 定义 会 引发 十 分 混乱 的 现象 . 例如 ， 
一 方面 可 以 举 出 一 些 例子 说 明 由 局 部 导出 的 稳定 性 条 件 不 是 全 局 稳定 性 的 充分 条 件 ， 而 
另 一 方面 又 可 以 举 出 另 一 些 例 子 说 明 这 些 条 件 不 是 必要 的 . 而 (5.28) 的 关键 性 质 是 差分 
格式 的 小 扰动 不 改变 其 稳定 性 . 基于 在 5.6 节 曾 提 及 的 Kreiss (1962) 和 Strang (1964)” 关 
于 这 些 稳 定性 现象 的 研究 ， 我 们 有 以 下 引 理 . 


引 理 5.4. 设 差分 格式 UH = Bi BoU" 是 稳定 的 ， 且 C(At) 是 一 族 有 界 算 子 . 则 格式 
U"t! = [Bi'Bo + AtC(At)| U” (5.128) 


证 明 . i (B71B0)" < Ki, |IC(At) < Ko, 并 考虑 乘积 和 [B] Bo + AtC]" HBR. E 
开 式 中 共有 2" 项 ， 其 中 有 (7) 项 包含 j 个 因子 AtC hte n-j 个 因子 Bi B 中 ; B 
此 后 者 最 多 出 现 1j+1 个 顺序 相连 的 因子 串 ， 而 每 一 个 串 的 范 数 的 界 都 是 K, 所 以 每 一 个 
这 样 的 项 的 范 数 的 界 是 KIKIY. 于 是 可 以 得 到 整个 乘积 的 界 


[By "Bo + Ateri < > W Ki*1(At Ke) (5.129) 
j=0 
= K,(1+AtK,K2)" < Krtka, (5.130) 
而 这 当 nAt < T HEAR H. a 


例如 ， 该 引 理 可 以 应 用 于 以 下 情形 . Bu = Lut+a(c)u, 其 中 工 是 一 个 常 系数 的 线性 
算 子 ， 则 近似 u = Lu 的 格式 BU" = Bo 的 稳定 性 可 以 用 傅 里 时 方法 来 分 析 ， 且 在 
问题 中 加 上 a(z)w 项 后 分 析 结 果 不 变 . 

第 二 个 原因 是 许多 差分 格式 是 耗 散 的 (dissipative), 这 使 得 傅 里 叶 分 析 能 够 应 用 于 变 
系数 问题 . 所 谓 一 个 差分 格式 是 耗 散 的 是 指 , 存在 5 > 0 和 正 整 数 " ， 使 其 增长 矩阵 的 每 
个 特征 值 都 满足 形 如 

|A(x, At, OF < 1 — |£?" (5.131) 
的 关系 式 ， 其 中 上 = (ki Any, koAre,...,kaAra)”. 这 一 结果 是 Fritz John 揭示 的 ,这 也 促使 


1 Lax, P.D. and Richtmyer, R.D. (1956), Survey of the stability of linear finite difference equations, Comm. 
Pure Appl. Math. 9, 267-93. 
2 Strang, G. (1964), Wiener-Hopf difference equations, J. Math. Mech. 13(1), 85-96. 
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Kreiss 1964 年 !, 发 展 了 一 套 关 于 双 曲 型 方程 类 似 的 理论 . 后 者 的 分 析 是 基于 12 范 数 
的 ， 并 且 大 基地 应 用 了 能 基 方 法 ， 也 因此 给 出 了 诸如 5.9 节 中 得 到 的 一 些 很 特殊 情形 的 
结果 . 

理论 上 的 最 新 影响 来 自 于 对 常 微分 方程 (ODE) 数值 方法 的 进一步 认识 ,这 种 影响 将 
来 可 能 还 会 更 加 突出 . 我 们 在 定理 5.3 中 看 到 ， 当 空间 算 子 满足 强制 性 条 件 时 ， 由 该 空间 
差分 算 子 与 Runge-Kutta 时 间 步 进 法 相 艳 合 的 算法 是 稳定 的 . 5.9 节 中 的 例子 还 显示 了 
这 一 结果 与 典型 方法 的 能 其 分 析 间 的 联系 . 另 一 个 例子 出 自 于 5.8 节 的 修正 方程 分 析 ， 
5.8 节 的 讨论 显示 了 修正 方程 分 析 是 理解 有 关 算 法 的 很 有 价值 的 工具 , 但 目前 还 没有 由 
此 得 到 多 少 严 格 的 结果 . 而 另 一 方面 ，ODE 分 析 的 最 新 进展 却 在 某 些 情况 下 给 出 了 严 
格 的 误差 界 . 其 中 一 个 例子 是 在 Reich? 的 工作 中 给 出 的 ， 所 用 的 方法 在 其 领域 中 通常 
被 称 为 向 后 误差 分 析 ， 他 的 结果 发 据 了 方法 的 # (symplectic) 性 质 ， 这 又 是 ODE 理论 的 
一 个 领域 ， 该 领域 最 近 几 年 取得 了 十 分 重大 的 进展 (有 关 文 献 见 下 面 的 文献 注 记 ). 4.9 节 
中 曾 简单 地 提起 过 这 种 概念 是 如 何 推广 到 PDE 的 ,从 而 给 出 了 多 辛 方法 (multi-sympletic 
method), 我 们 期 待 该 方法 的 优越 性 会 在 发 展 中 体现 到 PDE 的 修正 方程 分 析 中 . 


与 对 耗 散 型 方法 的 认识 过 程 类 似 ， 能 量 方法 与 傅 里 叶 分 析 的 结合 得 以 发 展 出 一 套 
关于 边界 条 件 对 于 稳定 性 影响 的 完整 理论 . 在 第 4 章 中 ,我 们 已 经 提 到 过 Godunov 和 
Ryabenkii 的 工作 ， 他 们 关于 离散 边界 条 件 给 出 了 稳定 性 必要 条 件 的 重要 判 据 ，4.12 节 中 
给 出 了 应 用 该 方法 的 例子 . Gustafsson, Kreiss 和 Sundström 的 有 影响 的 论文 ”建立 了 密 
切 相关 的 Lax-Richtmyer 稳定 性 的 充分 必要 条 件 ; 后 续 的 许多 论文 导出 了 有 价值 的 实用 判 
据 ， 包 括 严厉 的 或 实用 的 稳定 性 所 需 的 判 据 ， 差 分 格式 重要 性 质 之 一 在 该 工作 中 着 重 讨 
论 的 是 曾 在 4.8 和 4.9 节 中 提 到 过 的 群 速度 (group velocity) 的 稳定 性 . 将 增长 因子 表示 
AEA =e WO", 则 群 速度 定义 为 

C(k) := ðw/ðk. (5.132) 
准 荐 读者 参考 Trefethent 关于 群 速度 与 边界 条 件 稳定 性 之 间 关系 的 精彩 论述 


BR, 经 过 近 几 年 的 发 展 人 们 对 非 线 性 问题 有 了 更 为 深刻 的 认识 , 其 起 点 是 如 (5.20) 
那样 的 基于 两 个 近似 解 之 差 的 稳定 性 的 定义 ， 人 们 早 就 认识 到 ， 一 个 格式 在 真 解 附近 线 
性 化 展开 的 稳定 性 是 其 收敛 性 的 必要 条 件 ， 但 这 却 远 远 不 足以 区 分 两 个 非常 相似 的 格式 
所 具有 的 完全 不 同 的 性 态 ， 例 如 当 应 用 于 无 粘 Bergers 方程 ut + wuz =0 时. 不 过 ， 通 过 

1 Kreiss, H.O. (1964), On difference approximations of the dissipative type for hyperbolic differential equations, 
Comm. Pure Appl. Math. 17, 335-353. 
2 Reich, S. (1999), Backward error analysis for numerical integrators, SIAM J. Numer. Anal. 36, 1549-1570. 


3 Gustafsson, B., Kreiss, H.O. and Sundstrém, A. (1972), Stability theory of difference approximations for 
mixed initial boundary value problems. II, Math. Comp. 26(119), 649-686. 


4 Trefethen, L.N. (1982), Group velocity in finite difference schemes, SIAM Rev. 24, 113-136. 
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引入 4% <4 Al 4h (stability threshold) 的 概念 ， Lpez-Marcos 和 Sanz-Serna! 以 及 其 他 人 建 
立 起 了 与 Lax 等 价 定理 非常 类 似 的 结果 . 更 具 实际 重要 性 的 是 在 4.7 节 介 绍 的 差分 格式 
的 总 变 差 不 增 (TVD) 性 质 发 展 出 来 的 总 变 差 稳定 性 (TV-stability), LA Z Pi E B R ARF 
(discrete entropy condition) 的 格式 等 概念 (H LeVeque(1992, 2002)). 


文献 注 记 与 推荐 读物 


本 章 材 料 的 标准 参考 文献 仍然 是 Richtmyer 和 Morton (1967), 其 中 在 Banach 空间 的 
框架 下 给 出 了 Lax 等 价 定理 的 完整 证 明 . 书 中 还 详细 讨论 了 Kreiss 和 Buchanan Ai K E 
理 ， 以 及 若干 比较 简单 的 稳定 性 充分 条 件 的 判 据 ， 然而 这 些 定理 的 一 些 推 广 和 简洁 得 多 
的 证 明 出 现在 最 近 的 文献 中 ， 而 且 这 方面 的 理论 已 经 取得 了 重大 进展 ， 有 关 这 些 进展 的 
详细 情况 ， 推 荐 读者 参考 5.10 节 中 列 出 的 原始 论文 . 


年 刊 系列 Acta Numerica 是 一 个 查询 有 关 最 新 进展 综述 的 方便 的 资料 来 源 ， 例 如 ， 
在 2003 卷 中 ， Cockburn? 和 Tadmor? 的 两 篇 论文 都 与 本 章 所 讨论 的 论题 密切 相关 . 针对 
PDE , 辛 积 分 和 几何 积分 方法 , 以 及 修正 方程 分 析 等 的 进展 及 其 应 用 也 可 查阅 这 些 资料 ， 


J 题 


5.1 在 均匀 网 格 上 考虑 对 流 扩散 方程 wi + aur = burs, 其 中 b> 0, 的 Dufort-Frankel 格式 
unt! = UP! — wAgeU? + 2p(UP + Uy, — UPH- UP), 
其 中 v = aAt/Az, p = bAt/(Ax)?. HARB? <1 而 对 u 无 需 任 何 限制 ,格式 便 是 稳定 
的 ， 但 为 保证 其 相 容 性 则 需 对 pe 加 以 限制 . 


52 在 区 域 0< x < 1,t > 0 上 考虑 方程 uw = urr, 初始 条 件 为 ulsz,0) = f(z), 边界 条 件 为 
uz(0,t) = 二 0 和 ur(1,t) + u(1,t) = 0. 让 明 当 导数 边界 条 件 用 中 心 差分 格式 来 近似 时 ， 显 式 方 
法 给 出 方程 组 


1 López-Marcos, J.C. and Sanz-Serna, J.M. (1988), Stability anf convergence in numerical analysis II]: linear 
investigation of nonlinear stability, IMA J. Numer. Anal. 8(1), 71-84. 


2 Cockburn, B. (2003), Continuous dependence and error estimation for viscosity methods, Acta Numerica. 
12, 127-180. 
3 Tadmor, E. (2003), Entropy stability theory for difference approximations of nonlinear conservation laws and 


related time-dependent problems, Acta Numerica 12, Cambridge University Press, 451-512. 
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5.3 


5.4 


5.5 


第 5 章 相 容 性 、 收 敛 性 和 稳定 性 


n+1 
U; 


(1 — 2y)U} + w(UF_, + UF), J =1,2,...,5-1, 
ue (1 — 2u)Ug + 2uU7’, 
Ut! = (1—2p— 2Ax)UF + 2pU91. 


证 明 V = 和 "cos kjAx 满足 该 方程 组 ， 只 要 


li 


A 和 = 1 — 4ysin? SkAz, 
且 大 满足 
Az cot k = sinkAz. 
通过 作 cotk 和 sinkAc 的 图 ,证 明 以 上 方程 仅 有 J 个 实 根 ， 这 些 根 分 别 给 出 不 同 的 网 格 函 
BOVE. 验证 当 Ar 很 小 时 ,方程 也 有 -- 个 复 根 可 近似 地 表示 为 kAz = 7 十 iyAz, 其 中 2 是 
y = coth y 的 唯一 实 根 . 证 明 对 于 该 大 值 ， 有 入 = 1—4ycosh” SyAc. 由 此 推导 出 虽然 对 该 问 
题 取 /4 = 二 当时， 显 式 方法 导致 误差 增长 ， 但 根据 判 据 (2.55) 和 (2.56) , 方法 仍然 是 稳定 的 . 


考虑 二 次 多 项 式 p(z) = az? 十 2bz 十 c, 其 中 ab 和 c 为 复数 . 
(i) 证 明 如 果 |c| > |a| , W p(z) 至 少 有 一 个 零点 的 模 大 于 1. 
(ii) 设 Jel < lal, 并 定义 g(z) = Gz? + 2bz +å M r(z) = Gp(z) 一 cq(z). 证 明 若 |z| = 1 W 
le(z)| = |p(z)|, 因而 |cq(z)| < \@p(z)|. 由 Rouché 定理 推导 出 p(z) 和 7(z) 在 单位 圆 内 零点 的 
个 数 相同 , 因此 p(z) 的 两 个 零点 的 模 均 小 于 或 等 于 1 的 充分 必要 条 件 是 2|ab 一 bc| < la|? — lel. 
(iii) 设 lal = |c]. 记 c = ad’, b = apit, z = wei9/2, 其 中 p 是 实数 ， 证 明 

u? + Be (O-8/2)y, +1=0. 
证 明 , 当 且 仅 当 9 = 29 H |8| < 1 时 , 以 上 方程 的 所 有 根 全 落 在 单位 圆周 上 . 证 明 : 若 |c| = lal, 
则 当 且 仅 当 ab = be H |b| < jal 时 ，p(z) 的 所 有 零点 的 模 均 小 于 或 等 于 1. 


在 整个 实 直 线 上 用 MacCormack 格式 
Ut = U"™—vA_U", 


1 
Un+1 = y” _ (AU 本 Aate) ok 34(6°U™ AEE i E iaa T 


逼近 对 流 扩散 方程 w + auz = buzz, HP v = aAt/Az, p = bAt/ (Ax? 均 为 正 数 .找到 使 汉 
诺 伊 曼 稳 定性 条 件 得 以 满足 的 条 件 . 证 明 对 于 实用 稳定 性 ， 其 必要 条 件 是 

Qu-l<v<l, 
且 当 j= 时， 该 条 件 也 是 充分 的 . 


考虑 模拟 杆 振动 的 差分 方程 
unt} 一 PE = —pd°V", 
yrtti y’? = 1620?+1， u = aAt/(Az)’, 


5.6 


5.7 


5.8 
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找到 其 稳定 性 的 必要 性 和 充分 性 判 据 . 


现 设 杆 受 到 张力 作用 ， 在 两 个 方程 中 分 别 引入 VAV” 和 vAoU"™+t!1, 其 中 = bAt/Azx. 
Lax-Richtmyer 稳定 性 会 因此 而 受到 影响 吗 ? 找到 一 个 简单 的 实用 稳定 性 的 充分 条 件 . 


设 在 均匀 网 格 上 将 Lax-Wendroff 格式 应 用 于 对 流 方程 tt + aur = 0, 其 中 a 为 常数 . 
v 二 aAt/Az, 证 明 ， 在 整个 实 直 线 上 有 


jury? = wun? — rl =°) [A-v" ~ (A_U", A+U")], 


并 由 此 推出 稳定 性 条 件 . 


如 果 将 该 方法 用 于 (0, 1) KE, 设 a > 0, Æ r= 0 处 的 边界 条 件 为 US = 0, 找到 一 个 简 
单 的 使 该 方法 为 稳定 的 x = 1 处 的 数值 边界 条 件 . 


设 将 合式 格式 应 用 于 方程 wi + aus = 0, 其 中 a 是 正常 数 ， 区 域 为 Z > 0, t > 0, MRA 
的 . 设 初始 条 件 为 u(z,0) = f(x), Va > 0, 其 中 f € Lo(0,00); 边界 条 件 为 u(0,t) = 0, vt > 0. 
将 格式 写 为 

us 十 ust 站 v(Ur+! = ust) = US 十 UP 1 一 v(Ur bsg Up a); 
并 定义 


Ce 
Sn := DUP + UR) +1? (U7 - UP, 


其 中 v = aAt/Az, 证明 Sn+1 = Sn. 证 明 对 任意 的 Az 和 At , 数值 解 都 是 12(0, 00) 有 界 的 ， 
现 设 a 为 x 的 正 函数 ， 且 la'(z)| < L, 又 设 将 盒 式 格式 中 的 a HH a(x; 一 雪人 AT). 证 明 


o0 


Sn+1 — Sn < 2LAt | [(U?)?+ or 


j=l 


由 此 能 得 出 关于 该 格式 稳定 性 的 什么 结论 ? 


设 在 均匀 网 格 上 将 0- 方法 用 于 方程 wu = Ure, 设 在 右 端 边界 给 定 边界 条 件 UJ = 0, 在 左 端 边 
界 给 定 边界 条 件 AUS + bUT = 0, 其 中 a 和 b 为 常数 考虑 差分 方程 在 内 点 上 的 Up = Od"! 
形式 的 解 ， 找 出 入 和 p 相互 之 间 应 该 满足 的 关系 . 
证 明 ， 如果 la/b| 2 1, 或 者 le/ 让 < 工 且 
2At(1 — 26) 4ab 
(Ar)? (a +b)?’ 

则 满足 | 和 | > 1 和 ye] < 1 的 解 必 不 满足 左 端的 边界 条 件 . 
| 提示 . Godunov-Ryabenkii 的 稳定 性 的 必要 条 件 , 要 求 内 点 方程 的 任何 形 如 和 "jy 的 解 满足 : 
(i) 如 果 ful = 1, W | 和 | < 1; (ii) 如 果 jal < 1 且 IAL > 1, 则 对 应 的 解 必 不 满足 左 端的 边界 条 
件 ; (iii) 对 |u| > 1 有 类 似 的 结果 .] 


第 6 章 二 维 线性 二 阶 椭圆 型 方程 


6.1 一 个 模型 问题 
同 前 几 章 类 似 ， 我 们 将 从 最 简单 的 模型 问题 入手 ， 即 求解 : 
Uzz + Uyy 十 f(x,y) = 0, (z, y) EQ, (6.1a) 
u = 0, (x,y) € AQ, (6.1b) 
其 中 o 是 单位 正方 形 

Q := (0,1) x (0,1), (6.2) 

而 90 是 此 正方 形 的 边界 . 在 第 3 章 中 ， 我 们 曾 讨论 过 以 下 类 型 的 抛物 型 方程 : 
= Urr + Uyy + f(x,y). (6.3) 


比较 这 两 个 方程 ， 我 们 发 现 ， 如 果 当 t 一 ce 时 ， (6.3) 的 解 收敛 ， 则 其 极限 就 是 (6.1a) 的 
解 ， 抛物 型 问题 的 与 时 间 有 关 的 解 和 椭圆 型 问题 之 间 存 在 的 这 种 关系 ， 经 常 在 椭圆 型 问 
题 的 求解 中 体现 出 来 ， 在 第 7 章 ， 我 们 还 将 讨论 用 于 求解 椭圆 型 问题 的 迭代 方法 和 用 于 
求解 相应 抛物 型 问题 的 时 间 步 进 有 限 差 分 方法 之 间 的 联系 . 
我 们 在 此 单位 正方 形 区 域 上 构造 正方 形 一 致 网 格 ， 每 个 方向 上 都 分 为 了 个 区 间 ， 则 
Az = Ay =1/J. (6.4) 
我 们 利用 中 心 差分 格式 近似 (6.1): 
Urtl,s + Vets + Ur, s+1 中 Uy 6-1 i 4Ur.,s 
(Az)? 
在 (6.5) 中 依次 取 = 1,2,...,J-1 Mls = 1,2,...,J 一 1, 便 得 到 了 一 个 包括 (J - 1)? 个 
方程 的 方程 组 ， 这 个 方程 组 与 第 3 章 中 用 隐 式 方法 求解 抛物 型 方程 时 得 到 的 方程 组 具有 
完全 相同 的 结构 . 假设 已 经 通过 某 种 方法 求 得 了 这 些 方程 的 解 ， 我 们 先 来 研究 结果 的 精 
度 . 


十 frá = 0. (6.5) 


6.2 模型 问题 的 误差 分 析 


如 通常 做 法 ,我 们 从 截断 误差 入 手 . 将 微分 方程 (6.1) 的 精确 解 wzr,ys) 代入 方程 
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(6.5), 然后 做 泰勒 级 数 展开 ， 易 知 截断 误差 为 


Ty, = 5 (Ar)? (urezs 十 Uyyyy)r,s +o ((Az)*) . (6.6) 
截断 误差 的 绝对 值 有 上 界 T, 事实 上 
Teal < T = DH (Az) (Mezas + Myyn), (6.7) 


这 里 采用 了 u(x, y) 的 偏 导 数 的 界 的 通用 记 法 . 


我 们 在 分 其 为 Urns 的 数组 UV 所 构成 的 集合 上 定义 算 子 En ， 其 在 内 部 节点 Jo = 
lnr SLZ J-1, s=1,2,...,J-1} 上 的 取 值 为 


(LaU )r.s = LnUr,s 
"= raz Ure. + Ur—1,s T Ur s+1 ai U, s-1 = AU, s). (6.8) 
这 样 数 值 解 近似 满足 方程 
LnUr.,s 十 Te. = 0, (6.9) 
而 精确 解 则 满足 方程 
Litir, o + fr, = Tr,o- (6.10) 
我 们 按照 通常 做 法 定义 误差 为 
ers := Ur s — Urs, (6.11) 
则 
Lyer,s = Tps. (6.12) 


由 于 边界 各 点 处 的 值 w(z,y) 已 经 给 定 ， 边 界 处 的 误差 值 er,。 为 零 . 
为 给 出 误差 er,。 的 界 ， 我 们 首先 定义 一 个 比较 函数 (comparison function) : 


TEE (= T + (v pi 3) (6.13) 


Lh, ,= 4. (6.14) 


直接 计算 即 可 验证 这 个 结果 ， 而 更 容易 的 做 法 是 ， 注 意 到 是 关于 ce My 的 二 次 函数 ， 
那么 Ln® 即 为 Prr + Byy 的 精确 值 ， 而 后 者 显然 等 于 4. 若 令 


1 
Wr,s :一 er,s 十 qi Pr,s, (6.15) 


FRA 


就 有 
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1 
LhỌPrs = Lners + 了 了 hr 


= -Trs +T 
> 0; V (tr, Ys) E€ Ja. (6.16) 
以 下 我 们 将 用 到 一 个 最 大 值 原理 , 它 与 我 们 在 第 2 章 定理 2.2 中 用 到 的 类 似 . 在 6.5 
节 中 ， 我 们 将 在 更 一 般 的 意义 下 给 出 其 证 明 . 简单 地 说 , ATL, 具有 这 样 的 性 质 ， 如 果 
在 某 点 (zr,ys) Rb, A Thyr,s>0, 那么 办 ,。 不 可 能 大 于 所 有 邻近 点 的 值 . 这 样 ， 由 (6.16) 
即 得 ， 纪 的 正 的 最 大 值 必然 在 此 正方 形 区 域 的 边界 上 取得 ， 而 er,。 在 边界 上 为 零 ， 并 且 
鲁 在 顶 角 处 取得 最 大 值 j 从 而 在 边界 上 的 最 大 值 是 37, 且 


1 
Urs HT Y (@rs¥s) € Jo. (6.17) 


注意 到 更 非 负 ， 由 终 的 定义 我 们 得 到 
Ure = a(x, Ys) = Er,s < Wrs 


1 
č =f 
8 


1 


以 上 给 出 了 误差 的 上 界 . 定义 Wr,s = iT, 一 Ers， 不 难 重 复 以 上 分 析 ， 即 可 给 出 误差 下 
界 估计 -ers < iT. 于 是 得 到 我 们 所 求 的 误差 界 为 


1 ‘ 
[Ur,s u(zr, ys)| < 9g (At) (Mzzzz + Myyyy)- (6.19) 
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现在 我 们 要 把 这 个 方法 推广 至 一 个 更 一 般 的 椭圆 型 问题 ， 即 扩散 方程 


V-(aVu)+f=0, 在 9 内 ， (6.20) 
其 中 
a(x, y) > ag > 0. (6.21) 
我 们 假设 Q 是 一 个 有 界 开 区 域 ， 其 边界 为 609. 边界 条 件 可 能 具有 一 般 的 形式 : 
aou + a,0u/dn = g, 在 ON E, (6.22) 
这 里 8/6m 表示 求 外 法 向 上 的 导数 ， 并 且 
ao 20, al 20, ao 十 ai >0. (6.23) 


与 上 一 章 类 似 ， 我 们 在 区 域 Q 上 构造 正则 网 格 (regular mesh), 在 z 方向 的 尺寸 为 Ar, 在 
y 方向 的 尺寸 为 Ay. 
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假设 a 光滑 变化 ， 并 记 b= a/d, c= 0a/6y. 我 们 可 以 将 (6.20) 展开 为 
aV*u + bur + cuy + f =0. (6.24) 
在 离开 边界 的 点 处 ， 我 们 可 以 用 中 心 差 分 格式 近似 这 个 方程 ， 得 到 的 近似 值 U := 
{Ur,s, (r,s) € Ja} 满足 
SU-  52U r,s 
(Az)? * (Ay)? 
我 们 采用 通常 方法 定义 这 个 五 点 格式 的 截断 误差 ， 容易 发 现 , 此 误差 关于 Az 和 Ay 都 是 
二 阶 的 . 在 此 方程 中 含有 Uy41,8 和 Ur_i,s 的 项 是 
ars bys ars brs 
Fes = E Urta + fe 下 ma Ur+1,s. (6.26) 
为 了 用 最 大 值 原理 来 分 析 该 格式 的 误差 , 就 必须 确保 与 (rs) 点 相 邻 的 各 点 处 的 所 有 系数 
都 有 相同 的 正 负 号 . 显然 ， 这 就 要 求 
lb, s| AT < 2ars Vr,s (6.27) 
对 crs 也 有 类 似 的 限制 ， 这 就 意味 着 需要 在 扩散 系数 a(z,y) 较 小 ， 变 化 较 快 的 区 域 采 用 
较 密 的 网 格 . 
不 过 , 正如 我 们 在 2.8 节 考 虚 极 坐标 时 所 看 到 的 , 一 个 更 自然 的 格式 则 更 直接 地 基于 
(6.20) 式 的 积分 形式 . 考虑 一 个 网 格 节点 周围 的 控制 体 V, 在 图 6-1 中 ， 我 们 用 点 线 表示 
这 个 在 上 一 章 引 入 的 概念 . 在 此 控制 体 上 积分 (6.20), 利用 高 斯 定理 ， 我 们 得 到 


J a(ðu/ðn)dl + i fdady = 0. (6.28) 
OV V 


ars 


Aoz Urs Aoy Urs — 
+b. so |+e0| K | +r =0. (6.25) 


S 


图 6-1 点 P 所 在 的 控制 体 
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现在 我 们 可 以 做 (6.28) 各 项 的 近似 以 构造 一 个 差分 格式 . V 的 边界 OV 的 法 向 都 在 
坐标 轴 的 方向 上 ,可 以 利用 与 (6.25) 式 中 相同 的 5 个 点 ,以 其 差 商 来 近似 法 向 导数 . 用 这 
个 矩形 的 4 条 边 中 每 边 的 长 度 和 该 边 中 点 的 法 向 导数 值 的 乘积 ， 来 近似 这 条 边 上 的 线 积 
Sy. 同样 地 ， 我 们 用 这 个 单元 的 面积 和 在 此 单元 中 点 处 的 值 的 乘积 ， 来 近似 f(z,y) 在 这 
个 单元 上 的 积分 . 这 样 做 的 结果 是 ， 我 们 得 到 了 格式 


A 
2 [art1/2,s(Urt1,s 一 r,s) = ar—1/2,s(Ur,s = Deda) 
Az 
Az 
tag [ar s+1/2(Ur,s+1 — Ur,s) — ar s—1/2(Ur,s — Ur,s—1)] + A£Ay frs =0 (6.29a) 


或 写作 


5,(ad,U)  dy(ad,U) 
| (Az? ~~ (Ay)? 


我 们 可 以 采用 如 图 6-1 所 示 的 “ 罗 经 点 ” 表示 法 ， 并 将 (6.29a) 、 (6.29b) 写作 
ae(Uz — Up) - aw(Up - Uw) | an(Un — Up) — a,(Up — Us) 
(Ax)? (Ay)? 

这 样 做 常常 带 来 方便 . 由 于 我 们 已 经 假设 函数 a(z,y) 总 是 正 的 , 因此 容易 看 出 格式 (6.30) 
中 的 系数 总 有 正确 的 正 负 号 ,而 不 需要 对 网 格 的 大 小 做 出 限制 . 

在 一 类 问题 中 , 存在 一 个 材料 性 质 (用 a 来 表示 ) RERE, 但 是 法 向 通 其 adu/On 保 
持 连 续 的 界面 . 在 处 理 这 种 问题 时 ，(6.29) 形式 有 其 优越 性 . 假设 我 们 适当 地 构造 网 格 ， 
使 得 材料 界面 垂直 穿 过 点 e, 在 界面 右边 保持 常量 ag, 在 左边 保持 op. 这 样 利用 界面 处 的 
中 间 值 Ue, 在 界面 处 连续 的 通 基 值 可 以 近似 为 ， 例 如 


| + fre =0. (6.29b) 
r,s 


+ fp=0. (6.30) 


apg(UBE 一 Ue) _ ap(Ue — Up) 
5Az 加 Ar 
_ ae(Ug — Up) 
= Se" (6.31) 
这 里 我 们 通过 定义 Qe: 
AE ee, (6.32) 


消去 U., 得 到 最 后 一 个 表达 式 ， 只 待 代 入 (6.30). 


6.4 曲线 边界 上 的 边 值 条 件 


格式 (6.25) 或 者 (6.30) 需要 在 不 顺 着 网 格 线 的 边界 的 邻 域 处 做 修正 . 在 3.4 节 ， 我 们 
了 解 到 ,在 这 些 点 处 是 如 何 近似 二 阶 导数 的 ， 现 在 我 们 必须 把 这 种 方法 推广 到 更 一 般 的 
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扩散 方程 . 
我 们 首先 考虑 如 图 6-2 所 示 情 况 ， 在 曲线 边界 上 给 出 狄 利克 雷 条 件 ， 如 果 我 们 利用 


Ca) 修正 差分 格式 时 几 到 的 点 Cb) 修正 的 控制 体 


6-2 在 曲线 边界 上 的 狄 利克 雷 条 件 


泰勒 级 数 展开 来 获得 (6.24) 在 点 已 处 形 如 (6.25) 的 近似 , 我 们 需要 用 到 点 4 和 B 处 而 不 
EA BAIN 处 给 定 的 值 . 这 里 只 考虑 点 4 即 可 ,我 们 记 PA = 9Az, 那么 wa M uw HR 
勒 级 数 展开 就 是 


1 
uA = [ut+0Aru,+ z OAT) urs 十 …']P， 


uw = 取 一 Azatuz 十 S (As) uz —-+++]p. 


由 此 ， 先 后 消去 ure 和 uc, 我 们 获得 如 下 近似 ; 
UA 一 Puy = (1 = 6? )up 
(14+ 0)Ax : 
ua + Ouw — (14+ @)up 
30(1 + 6)(Azx)? 
对 Up, Us 和 Up 做 相同 地 处 理 ， 我 们 便 得 到 (6.25) 的 一 个 适当 的 修正 格式 . 与 在 通常 内 
点 处 相同 ， 为 使 最 大 值 原 理 成 立 ， 我 们 仍 需 对 网 格 的 尺寸 做 出 限制 . 


差分 格式 (6.30) 的 积分 形式 在 狄 利克 雷 边 界 附 近 可 做 类 似 地 修正 . 如 图 6-1, 在 每 个 
网 格 点 周围 我 们 做 一 矩形 控制 体 , 但 是 ， 如 图 6-2(b), 如 果 连 接点 已 和 它 的 一 个 邻近 节点 
的 网 格 线段 与 边界 相交 ， 那 么 ， 和 矩形 控制 体 相 应 的 边 要 与 该 网 格 线 垂 直 ， 且 过 连接 PA 
其 邻近 节点 的 线段 的 中 点 . 例如 ， 在 这 幅 图 中 ， 距 离 PA 是 网 格 尺 寸 PE = Ar 的 一 部 分 
9, 所 以 控制 体 Y 的 宽度 是 3(1 十 9)Az. 

这 样 ， 沿 着 这 个 单元 底 边 的 线 积分 近似 为 
—as(UP 一 = | 

Ay 


[uzlp © (6.33a) 


[wzz] P&S (6.33b) 


1 
3(1+0)Ar | (6.34) 
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我 们 还 必须 将 沿 着 单元 右边 侧 的 线 积分 中 的 法 向 导数 近似 调整 为 
aa(UV4 — Up) 
OAr i 
HF, a Æ alr, y) E AA P PERI, 而 as 也 有 类 似 的 意义 . 注意 到 在 图 6-2(b) 
中 ， 边 界 与 网 格 线 相交 于 两 点 4 和 B, H PA= 060Az, PB = 9Ay, 于 是 在 PP 点 处 我 们 得 到 
BY) 224) i EH 


(6.35) 


1 da(Ua—Up) _ aw(Up — Uw) 
g(t + e)Ay | OAr Az | 


1 ai(UB — Up) as(UP — Us) 


+ =a +0(1+9)AzAyfp =0. (6.36) 
BR, 4 a(z,y) 是 常量 时 ， 这 个 格式 与 由 (6.33a,b) 给 出 的 格式 是 一 样 的 ， 在 更 一 般 的 情 
况 下 ， 这 个 格式 的 好 处 就 是 其 系数 仍然 满足 最 大 值 原理 所 要 求 的 条 件 . 


导数 型 边界 条 件 更 难处 理 . 如 我 们 在 第 3 章 中 看 到 的 ， 对 法 向 导数 难以 构造 精确 的 
差分 通 近 ， 而 且 有 必要 考虑 很 多 不 同 的 可 能 的 几何 构 型 .另外 , 在 6.7 节 中 ,我 们 将 看 
到 ， 用 有 限 元 逼近 导数 型 边界 条 件 更 为 直接 . 不 过 ， 我 们 将 说 明 如 何在 一 种 简单 的 情况 
下 处 理 积分 形式 的 方程 . 


考虑 如 图 6-3(a) 所 示 的 边界 与 网 格 线 PN 交 于 点 B ,但 与 其 他 连接 已 点 与 其 紧邻 


(a) 与 边界 相交 的 网 格 线 有 一 条 (b) 与 边界 相交 的 网 格 线 有 两 条 


图 6-3 诺 伊 曼 条 件 的 积分 形式 


节点 的 连 线 不 相交 ， 我 们 还 假设 在 这 部 分 边界 上 给 定 诺 伊 曼 条 件 


Ou 
bs 6.37 
On 9 ( ) 


形 如 (6.22) 的 一 般 边 界 条 件 则 更 难处 理 . 我 们 做 一 控制 体 V 包围 P 点 , 先 按照 以 前 做 法 
画 出 一 个 矩形 的 三 条 边 ， 然 后 延长 两 条 竖 直 边 使 之 与 边界 相交 于 点 工 和 R, 利用 边界 在 
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点 了 荆 和 尺 之 间 的 部 分 补 全 控制 体 边界 . 记 

wL = ġ1 ây, eR = poAy (6.38) 
我 们 可 以 完全 按照 以 前 的 做 法 近似 水 平和 竖 直 边 上 的 线 积分 ， 但 是 ， 注 意 ， 由 于 我 们 计 
算 的 不 是 竖 直 边 上 中 点 处 的 法 向 导数 ， 结 果 的 精度 将 会 降低 . 同样 ， 二 重 积 分 由 单元 的 
面积 和 f 在 P 处 的 值 的 乘积 近似 ， 由 于 PP 不 在 单元 的 中 心 ,这 里 又 出 现 了 精度 损失 . 


最 后 我 们 必须 近似 沿边 界 RBL 的 线 积分 ， 这 里 记 
[os dl = Jagat (6.39) 


ag gB Y ÔT (6.40) 
其 中 wAz 是 线段 了 及 的 长 度 ， 最 终 导出 了 差分 方程 


1 UE— Up 1 Uw — Up 
(+a) an pea] (1+ 5) Au [ow 


Us —Up 
A 


后 者 可 以 近似 为 


1 
+ Az la | + wAzraggpt+ z% + ġ2 + 1)\ArAyfp =0. (6.41) 


在 边界 与 两 条 已 与 其 邻近 点 的 连 线 相交 这 种 很 普遍 的 情况 下 ， 处 理 步骤 几乎 一 样 ， 
不 过 ， 如 图 6-3(b) 所 示 ， 构 造 单 元 时 必须 用 到 某 些 对 角 线 ， 其 儿 何 上 的 细节 非常 繁琐 ， 
这 里 我 们 就 不 再 进一步 讨论 了 . 


6.5 利用 最 大 值 原 理 的 误差 分 析 


假设 在 近似 (6.20), (6.22), 或 者 任何 线性 椭圆 型 方程 时 ， 在 每 一 个 内 点 了 Pe Jo 处 ， 都 


构造 了 一 个 如 下 形式 的 近似 
L Up + fp+ gp =0, (6.42) 


这 里 gp 表示 任何 由 非 狄 利克 雷 边 值 条 件 给 出 的 边 值 信息 ， 我们 假设 以 下 条 件 成 立 : 


(i) 对 每 个 Pe Ja, Lh 具有 形式 


L,Up 一 X ckUk = cpUp, (6.43) 
k 


这 里 系数 都 是 正 的 ， 并 且 关 于 大 的 求 和 是 针对 与 已 相 邻 的 网 格 点 的 . 在 上 述 差分 格 
式 中 ， 这 些 点 仅 包括 四 个 最 近 的 邻 点 ， 但 是 这 种 分 析 可 以 应 用 于 涵盖 了 诸如 对 角 线 
方向 上 的 Une 的 更 一 般 的 差分 格式 . 还 有 , 4 已 在 边界 附近 时 ， 某 些 邻 点 ， 如 图 6-2 
和 方程 (6.36) 中 的 A 和 B, 有 可 能 成 为 边界 上 的 点 集 Joo 中 的 元 素 ， 并 且 ， 相 应 的 值 
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Us 由 犹 利克 雷 边界 条 件 给 出 ,关键 的 要 求 是 ， 在 格式 (6.43) 中 出 现 的 所 有 系数 都 必 
须 是 正 的 . 

(ii) 对 每 个 Pe Jo, 都 有 

cp È F t: (6.44) 
k 

(iii) 集合 Ja 是 连通 的 (connected). 我 们 说 点 P 与 每 一 个 出 现在 (6.43) 中 的 具有 非 
零 系 数 的 邻 点 是 连通 的 , 如 果 给 出 集合 Qj 中 的 任意 两 点 P 和 Q, 总 存在 一 列 点 
P = Po, Pi, Po,...,Pm = Q, 使 得 对 7 =1,2,....m-1 BCR AP 都 与 Pr 和 Pr1 连 
通 ， 那 么 这 个 集合 就 是 连通 的 . 

(iv) (6.43) 诸 方程 中 必须 至 少 有 一 个 包含 一 个 由 狄 利克 雷 边 界 条 件 给 出 的 边界 值 . 换 言 
之 ， 必 须 在 至 少 一 部 分 边界 上 赋 狄 利克 雷 边 界 条 件 . (为 了 保证 (6.1) 的 解 的 唯一 性 
需要 这 样 一 个 条 件 ， 或 者 至 少 需 要 ao £0 时 的 边界 条 件 (6.22). ) 


要 注意 ,在 这 些 条 件 中 ,我 们 是 在 一 个 特定 的 意义 下 引证 内 (interior) 点 Jo 和 边 
界 (boundary) 点 Jon 的 . 在 一 些 点 处 ， (6.42) 形式 的 方程 成 立 ， 其 系数 满足 适当 的 条 件 ， 
内 点 就 是 指 这 些 点 .， 另 一 些 点 也 出 现在 至 少 一 个 方程 中 ， 但 在 这 些 点 处 ， 没 有 给 出 任何 
方程 ， 而 其 U 的 值 是 通过 狄 利克 雷 边界 条 件 预 先 指定 的 ， 边 界 点 就 是 指 这 些 点 .在 此 区 
域内 给 定 了 诺 伊 曼 边界 条 件 或 者 混合 边界 条 件 的 边界 点 处 ,我 们 一 般 要 消去 U 的 值 ， 如 
同 图 6-3 所 示 的 那 种 情况 ， 这 时 未 知 的 值 Us 并 没有 出 现在 关于 Up 的 方程 (6.41) 或 任何 
其 他 方程 中 ; 或 者 我 们 视 其 为 一 个 拥有 关于 它 白 己 的 方程 的 内 点 ， 如 在 下 面 6.9 节 例 子 
中 对 对 称 边界 条 件 的 处 理 ， 由 此 边界 (boundary) 点 即 为 由 狄 利克 雷 条 件 预先 给 定 的 那些 
点 . 注意， 这些 定义 和 约定 就 我 们 现在 的 目的 来 说 很 方便 ,但 与 我 们 在 第 5 章 中 用 到 的 
以 及 将 在 第 7 章 使 用 的 略 有 不 同 ， 


引 理 6.1. (最 大 值 原理 ) 假设 Li, Ja 和 Jan 满足 上 述 所 有 假设 ， 且 网 格 函 数 U 满足 


LnUp 2 0, VP € Jag. (6.45) 
那么 U 不 可 能 在 任何 内 点 取 到 非 负 的 最 大 值 ， 即 
max Up < max | mox Ua, o} : (6.46) 


证 明 . 我 们 用 反 证 法 . 假设 在 点 P 处 取 到 内 部 的 最 大 值 Mo > 0, A Mo > Mon, 后 者 为 边 
界 点 上 的 最 大 值 ， 则 由 (6.45), (6.43) 和 (6.44), 有 
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1 
Mn = UP < = ) cU 
P k 


1 
< — X ckaMo < Mo. (6.47) 
cp 


从 而 (6.47) 各 项 均 相 等 ,这 意味 着 涉及 到 的 所 有 的 值 Ui 均 与 Mo 相等 . 这 样 最 大 值 也 可 
以 在 PP 的 与 其 连通 的 令 点 上 取得 ， 对 这 些 点 中 的 每 一 个 都 可 以 重复 相同 的 论证 . 由 于 我 
们 已 经 假设 Jo 是 连通 的 ， 这 就 表明 U 在 所 有 的 内 点 处 都 取得 相同 的 值 Mo, HARKER 
中 至 少 有 一 个 在 边界 上 的 连通 邻 点 ， 这 与 Mo > Moo 的 假设 矛盾 ， E 
Hi. = 

L Up < 0, YP € Jo 
则 


in Up > mi in Us, . 6.48 
pin P min { min A o} ( ) 


证 明 的 方法 与 前 一 个 证 明 相 同 ， 或 者 我 们 只 要 在 网 格 函数 上 应 用 引 理 即 可 . 


我 们 接 下 来 用 通常 的 做 法 在 每 个 内 点 处 定义 截断 误差 ， 注 意 到 (6.42) 已 经 做 了 适当 
的 比例 变换 ， 


Tp := Lnup + fp + gp. (6.49) 
由 此 ， 对 每 个 内 点 处 的 误差 ep = Up — up, 我 们 有 
Lnep = —Tp, PE Jo. (6.50) 


如 通常 的 做 法 ,我 们 将 假设 在 所 有 给 定 了 狄 利克 雷 边 值 的 边界 点 处 ea = 0, 即 狄 利克 雷 
条 件 是 精确 的 强制 性 条 件 ， 这 就 使 我 们 可 以 利用 引 理 6.1 给 出 的 最 大 值 原理 界定 ep. 


定理 6.1. 假设 定义 在 JnU Jan 上 的 非 负 网 格 函 数 丙 满足 


LnBp 21, Y P€Ja, (6.51) 
和 前 面 的 四 个 条 件 ， 则 格式 (6.42) 的 误差 界 由 下 式 给 出 : 
lep| < | pax 7 [max iT . (6.52) 


证 明 . 我 们 用 了 全 表示 截断 误差 的 绝对 值 |Tp| 的 最 大 值 . 因为 
Ln(T®p 十 ep) >T-Tp20, (6.53) 
所 以 我 们 可 以 对 函数 TEp+ep 应 用 引 理 6.1, 再 利用 更 非 负 的 事实 ， 我 们 可 由 此 得 到 


max ep < max(T@p+ep) < max (T4 +ea4 
feu max ( ptep)< Pras ), 
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即 


< T, : 
max ep | max aa| T (6.54) 


这 里 我 们 利用 了 这 样 的 事实 ; 因为 我 们 假设 采用 了 给 定 的 狄 利克 雷 边 值 条 件 的 精确 值 ， 
所 以 在 所 有 的 边界 点 处 ea = 0. 

以 上 给 出 了 误差 上 界 . 如 果 我 们 对 函数 -ep 应 用 引 理 ， 我 们 将 对 TEP -ep 得 到 类 
似 的 界限 ， 继 而 得 到 需要 的 结果 . a 

这 里 的 陈述 和 分 析 都 是 在 相当 一 般 的 条 件 下 给 出 的 ，6.2 节 中 模型 问题 的 分 析 方 法 
也 如 出 一 略 ， 唯 一 的 区 别 在 于 所 用 到 的 是 一 个 满足 Ls®p =4 的 比较 函数 Oo. 后 面 将 会 给 
出 一 个 涵盖 了 这 两 种 情形 的 更 一 般 的 定理 .在 应 用 这 种 方法 处 理 某 个 具体 问题 时 ， 我 们 
必须 给 截断 误差 找到 一 个 界 T, 并 依 此 构造 函数 SD. 显然 ， 只 需要 用 泰勒 级 数 展开 即 可 非 
常 直 接地 确定 T, 而 构造 一 个 合适 的 可 能 就 会 困难 些 ， 当 然 ， 这 个 函数 并 不 唯一 .和 譬如 
说 ， 在 模型 问题 中 ， 我 们 就 可 以 定义 


drs = 5 [Cer - p}? + (ys—9)"I5 (6.55) 


对 任意 常数 p 和 9, 所 需 的 条 件 都 能 得 到 满足 ， 而 前 面 所 选 的 p= q = 5 是 使 max(B4) 取 
得 最 小 值 的 特殊 值 . 

现在 , 我 们 要 应 用 这 个 一 般 的 方法 来 分 析 一 些 更 为 复杂 的 问题 . 首先 考虑 在 6.4 节 中 
讨论 过 的 曲 边 区 域 上 的 泊 松 方程 (6.1) 的 解 ， 其 有 限 差分 近似 满足 最 大 值 原理 ， 并 且 在 
其 全 部 四 个 邻 点 都 是 内 部 网 格 点 的 点 处 ， 截断 误差 都 具有 (6.6) 的 形式 ， 并 朋 满 足 (6.7). 
不 过 ， 对 于 那些 挨 着 边界 的 点 ， 也 就 是 有 一 个 或 多 个 邻 点 在 边界 上 的 点 ， 我 们 必须 用 更 
一 般 的 差分 近似 ， 例 如 (6.33b). 利用 泰勒 级 数 展开 易 得 

ua +Ouw —(1+@)up 
30(1 + 6)(Az)? 

一 个 内 部 网 格 点 有 可 能 有 多 个 邻 点 在 边界 上 , 但 是 ,由 于 (6.56) 中 0<9 < 1, 容易 看 出 ， 
在 所 有 情况 下 ， 我 们 总 能 够 选择 正 数 Ki 和 Ko, 使 得 只 要 Ar 足够 小 ， 就 有 


ae oe 5 (1 ~ 6)Az(user)p + O ((Az)?). (6.56) 


Ts| < Ki(Ac)? 在 普通 点 处 ， (6.57a) 
Ts| < KoAx 邻近 边界 点 处 . (6.57b) 

因此 ， 在 所 有 内 部 网 格 点 处 ， 都 有 
(Tr,s| < Ki(Az)? + 天?Arz. (6.58) 


现在 假设 整个 区 域 是 包含 在 一 个 以 (p,q) 为 圆心 ，RR 为 半径 的 圆 中 , 并 按照 (6.55) 定 
义 比较 函数 Ds WA, Lede = 1 在 所 有 普通 的 内 部 网 格 点 处 成 立 ， 这 个 结果 也 在 拨 
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着 边界 的 点 处 成 立 , 这 是 由 于 (6.56) 中 的 截断 误差 含有 三 阶 和 四 阶 导数 , 因而 对 二 次 多 项 
式 截断 误差 为 零 . 这 样 我 们 可 以 应 用 定理 6.1, 由 于 在 整个 区 域 上 以 及 边界 处 0 < < 43R?， 
我 们 推出 

[Us — U(r, Ye)| < TRIK (Ar)? + K2Az], (6.59) 


这 说 明 当 网 格 尺 寸 趋 于 零 时 ， 误差 是 O( Az), 而 不 是 简单 区 域 上 的 O((Az)?). 

但 是 ,我们 可 以 利用 一 个 稍 作 修 改 的 比较 函数 求 得 更 精确 的 误差 界 . 在 分 析 这 类 问 
题 时 ,通常 的 做 法 是 ， 截 断 误差 在 普通 的 网 格 点 处 取 某 种 形式 ， 而 在 邻近 边界 点 处 取 另 
一 种 形式 . 因此 ， 定 理 6.1 的 一 个 推广 形式 会 给 应 用 带 来 方便 . 


定理 6.2. 我 们 仍 沿 用 定理 6.1 的 记 法 .假设 集合 Jo 分 解 为 两 个 不 相交 的 子 集 
Jn=Jnup， ANJ =Ø; 

在 JaUJaa 上 定义 了 非 负 网 格 函 数 D, 满足 
Liðp 2C >0, VPEN, 


(6.60) 
LnBp > Co > 0, VP € Jo; 
# HZ ik i (6.42) 的 截断 误差 满足 
Tp| < Ti, ; 
| P| 1 YVPEN (6.61) 
ITP| < Ta, VP € Jo. 
则 逼近 误差 有 如 下 的 界 
T To 
lep| < | ax Ba max E a : (6.62) 


证 明 . 证 明 是 定理 6.1 证 明 的 简单 推广 ， 只 需要 对 函数 KO +e 应 用 引 理 6.1, 这 里 应 适当 
选择 K 以 确保 可 以 应 用 最 大 值 原理 . 证 明 的 细节 留 作 练习 . ag 


我 们 对 具有 曲线 边界 的 问题 应 用 此 定理 . 取 集 合 五 包含 所 有 普通 内 部 网 格 点 ， J 
包含 所 有 有 一 个 或 多 个 邻 点 在 边界 上 的 网 格 点 .定义 如 下 的 网 格 函数 © 
Bp = E,{(x, — p} + (ys — 4)°} VP€Jp, 
Bp = E {(2, — p)? + (ys — 4)}?} + E2 VP Ee Jan, 
这 里 E 和 Eo 是 待定 的 正常 数 ， 则 
Lpp = 4F), VP EJ. (6.63a) 
但 对 Jo 中 的 点 ， 还 有 来 自 边 界 点 的 一 个 或 多 个 附加 项 . CEU (6.33b) F, ua 的 系数 


为 
2 
OU + (Ar) 
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由 于 0<6<1, 该 系数 具有 不 小 于 1/(Az)? 的 正 下 界 . 因而 

L,®p 2 4E, + E2/(Azx)? > E2/(Az)?, VPE. (6.63b) 

A> (6.61) 的 截断 误差 界 由 (6.57) 给 出 ， 其 中 取 D = Ki (Ax)? 及 T = Kz2Az, 则 应 用 定理 
6.2, 我 们 便 得 到 

Fa(Az) mee 


lep| < (E1R? + E2) max oa 


).64 
4E Ez nt 


这 个 界 仅 与 比例 B/E, 有关 ， 并 且 当 max{-,-} 中 的 两 个 基 相 等 时 取 到 最 优 值 . 于 是 我 们 
有 结果 
a TKIR? (Ar)? + K2(Az)’, (6.65) 


这 说 明 误 差 关 于 网 格 尺 寸 实际 上 是 二 阶 的 . 注意 ， 该 误差 界 的 主 项 并 没有 受到 边界 邻近 
点 处 截断 误差 中 低 阶 项 的 影响 . 
作为 第 二 个 例子 , 我 们 考虑 单位 正方 形 上 的 泊 松 方程 ， 在 右边 界 xz = 1 E, MPS 
边界 条 件 uz(1,y) = gu), 而 在 其 他 三 条 边 上 赋 狄 利克 雷 条 件 ， 如 第 2 章 中 的 类 似 问 题 ， 
我 们 在 边界 x = 1 外 的 一 条 线 上 引进 额外 的 一 列 点 ， 且 7= J 了 +1. 边界 条 件 由 下 式 近似 
UJ+i1,s — Uj_i,s 
2AT 
我 们 从 > = J RA REBATE PK RRA Use, 得 
UJ s+ + UJ s-1 十 2UJ_1,s = 4U 3J,s + 2gs ÂxT 
(Ax)? 
这 个 方程 具有 了 (6.42) 所 示 的 一 般 形式 , 满足 最 大 值 原理 所 要 求 的 条 件 ， 所 以 , 在 应 用 最 
大 值 原理 时 ， 这 些 r = J 的 点 可 视 为 内 (internal) 点 处 理 . 


普通 点 处 的 截断 误差 同 以 前 一 样 处 理 ， (6.67) 的 截断 误差 由 泰勒 级 数 展开 给 出 ， 其 
结果 为 


= Js. (6.66) 


+ fjs = 0. (6.67) 


Trs = = (Ar)? (ussss + Uyyyy) + O((Az)*), r< J 
Ty,s = 75 (A2) (terse + Uyyyy) 一 =Az urzz 十 O(Az)3). (6.68) 
利用 定理 6.1 和 (6.13) 给 出 的 比较 函数 D, 应 用 前 面 同样 的 论证 方法 便 证 明了 误差 界 为 
ler.s| < : {Mees ne | semen t BArMzee | | (6.69) 


此 误差 界 的 阶 是 O(Az), 但 是 如 同上 一 个 例子 ， 选 取 不 同 的 比较 函数 ， 应 用 定理 6.2, 
可 以 得 到 一 个 更 精确 的 误差 界 . 定义 
= (z - p} + (y - 4}, (6.70) 
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EP pAg 为 待定 系数 . 我 们 把 区 域 的 内 点 分 为 A A J 其 中 由 7=J 的 点 组 成 . 在 
区 域 n 中 采用 标准 的 差分 方程 ， 则 有 


Ln®, = 4, Pe J. (6.71) 
在 r=J 的 点 处 ， 则 采用 一 个 不 同 的 差分 算 子 ， 如 在 (6.67) 中 一 样 ， 于 是 有 
LnBPp=4-4(1—-p)/Azx, PEJ. (6.72) 


写成 定理 6.2 的 记 法 ， 我 们 就 会 发 现 
Ti _ 33(At)*(Mrzre + Myyyy) 


Cı 4 
To — 75(Az)?(Mrzzz + Myyyy) 十 3ATMyzz (6.73) 
Cz 1- (1=p)/Az 
如 果 我 们 选取 p= 2, q = 5, 便 得 到 
To z lAr? Iian | 
Co < 3 (Az) Merz 十 19 (42) (Mzrzrr + Myyy), (6.74) 


并 且 在 正方 形 的 所 有 点 处 有 (z — 2)? + (y — 3)? < 至; 所 以 将 T/Ci 和 T2/C2 相 加 ， 我 们 得 
到 误差 界 为 


17 1 下 | A 
ler.s| < = (Az)? |5 Menz 十 TAF + AT)(Mzrzrz +t Myyyy) ; (6.75) 


这 说 明 ， 在 这 个 例子 中 ,误差 关于 网 格 尺寸 也 是 二 阶 的 . 

同样 的 技巧 可 以 用 来 证 明 对 建立 在 相当 一 般 的 区 域 上 的 ， 在 曲线 边界 上 给 定 了 狄 利 
克 雷 边界 条 件 或 诺 伊 曼 边界 条 件 的 泊 松 方程 ， 我们 的 近似 解 仍然 具有 二 阶 精度 ， 只 是 由 
于 需要 考虑 各 种 不 同 的 可 能 的 几何 形状 ， 使 其 应 用 变 得 复杂 化 . 事实 上 ， 相 同 的 思想 可 
以 相当 普遍 地 应 用 于 最 大 值 原理 成 立 的 椭圆 型 和 抛物 型 问题 ， 在 这 一 节 的 最 后 ， 我 们 来 
改进 在 第 2 章 中 对 一 维 热流 问题 给 出 的 一 些 结果 . 

在 2.11 节 ， 我 们 给 出 了 一 个 关于 热 方程 的 0- 方法 的 收敛 性 的 证 明 . 现在 我 们 这 样 定 
LRT Lk 
oszt + (1-O)deyy 好 一 好 

(Ax)? At | 

并 取 为 点 (zj,tn+1). 容易 看 出 ,只 要 0<9<1 且 (1-0) < 3, 则 定理 6.1 的 条 件 对 一 个 
适当 定义 的 点 集 Jo 是 满足 的 . 我 们 假设 在 x =0 和 z=1 处 给 定 犹 利克 雷 条 件 ， 那 么 内 
点 集 Jo 就 是 那些 1 < j< I-11 <n< NWA, 而 对 边界 点 Jan, 则 有 j=0 或 j=J 或 
n = 0. 按照 2.10 节 的 记 法 ,精确 解 u 和 数值 解 U 满足 Lau? = -TP+ A LUP =0, 所 以 


性 二 =: n+1/2 


Law = (6.76) 
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且 有 
TPt? = O(At) + O((Az)?). 


现在 ， 定 义 比较 函数 
7 = Atn + Bzj(l1 — zj), (6.77) 
这 里 4 和 已 是 非 负 常数 ; 容易 证 明 Lab} = -(A+2B). 所 以 , 如 果 选 取 各 常数 使 4 十 2B > 
T := max |T? 成 立 ， 则 有 
Ln(e? — $?) = A+2B+T;**? > 0. (6.78) 
对 边界 Jon LAD, BATA e? = 0, Pg = 0} = At, 和 D = Brj(1— zj), 所 以 在 边界 
Eej- <o 因此 由 引 理 6.1, Æ Jo F ef — OF <0. 我们 现在 考虑 常数 4 和 B 的 两 种 选 
取 办 法 . 
上 中) 令 4=7T,B=0; 因 此 我 们 就 证 明了 


e? < OF = taT. (6.79) 
对 网 格 函 数 (-e? — Dr) 进行 相同 的 论证 ， 就 得 到 
AEAN y (6.80) 


这 与 (2.96) WE. 
(ii) $ A=0, B= $7, AMM MATER NG SB 
ler| < 53(1 _ 2,7. (6.81) 
综合 这 些 结果 ， 显 然 有 


n m+l/2 ， 1 . 
< ax tr pin ftn 5091 — #3)) (6.82) 
这 也 正 反 映 了 在 区 域 的 边界 上 e= 0, 而 随 着 离开 边界 误差 是 逐渐 增长 的 . 

我 们 发 现 ， 对 2.6 节 的 模型 问题 ， 随 着 增长 ， 其 解 的 误差 趋 于 0, 但 是 (6.82) 中 的 误 
差 界 并 非 如 此 ， 如 果 我 们 获知 解 的 更 多 有 关 信 息 ， 并 且 我 们 可 以 证 明 T< m, 这 里 
m 是 一 个 已 知 的 关于 nn 的 碱 函 数 ， 那么 我 们 就 有 可 能 构造 一 个 能 够 导出 随 递减 的 误差 
界 的 比较 函数 ， 习 题 7 中 给 出 了 一 个 例子 . 

用 类 似 的 方法 ， 我 们 可 以 得 到 2.13 节 中 赋 诺 伊 曼 条 件 的 问题 的 误差 界 ， 在 z = 0, B 
zo 处 赋 齐 次 诺 伊 曼 条 件 ， 算 子 在 j = 1 处 被 替换 为 


CE Nm UM E 


DT 
(Az)? Ai ee 
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上 式 可 由 (2.103) Fi, HEA a =0 RG =0. 由 (2.109), 取 9=0, 得 该 点 处 的 截断 误差 为 


n 1 1 1 


现在 我 们 运用 定理 6.2 的 证 明 方 法 ， 并 令 用 包含 所 有 j > 1 的 内 部 网 格 点 ， 2 包含 所 有 
7 三 1 的 内 部 网 格 点 . 在 (6.61) 中 ， 我 们 可 以 如 前 取 Ti =T = 3AtMit 十 古 (AT)*Mzzzz, 但 
在 Jo, 我 们 必须 采用 T2 =T + 3Mzz. 我 们 构造 一 个 比较 函数 使 得 OF = OT, 即 取 


和 | At, + B(1 —z;)(1 — Ar + zi), jel, 
: (6.85) 
At, + B(1 ~2;)(1 ~ Ar + zj) + K, jE, 
于 是 我 们 得 到 
Ln®? = | 了 Leni (6.86) 
-(A + 2B) - K/(Az}, jed. 
这 证 明 ， 如 果 我 们 选取 常数 使 
A+2B >T, 
A+2B+K/(Az)? >T + 5 Mees (6.87) 


RX, 则 La(e? — 6") >07E A 和 Jo IRA BR, 如 果 我 们 取 与 以 前 相同 的 4 和 B， 
以 及 K = 3(Azr)? Mzz, 要 求 即 得 到 满足 . 


区 域 的 边界 只 包含 了 j= J 或 n=0 的 点 ,并 且 在 这 些 点 处 , 同 以 前 一 样 ， 容 易 看 出 
ef pr < 0, 因此 它 也 在 内 点 成 立 ， 于 是 


ej S Atn + BOL — z;)(1 — Az + zj) + 3(Az)? Maz. (6.88) 
选取 与 以 前 相同 的 4 和 B, 我 们 就 得 到 最 终 的 结果 
le?| < max {iret} x min {tn (1 —2;)(1- Az + z;) + 5(A2)?Mze} | (6.89) 


O<i<J 


这 说 明 误差 为 O(At) + O((Ax)?), 恰 如 赋 狄 利克 雷 边界 条 件 的 情形 . 


6.6 渐 近 误差 分 析 


在 上 一 节 中 ， 我 们 给 出 了 这 样 的 例子 : 直接 的 误差 分 析 给 出 的 误差 界 关于 网 格 尺寸 
是 一 阶 的 ， 而 更 精巧 的 分 析 给 出 了 一 个 二 阶 的 误差 界 . 这 必然 导致 这 样 的 疑问 ， 更 细致 
的 误差 分 析 是 否 能 证 明 误 差事 实 上 是 三 阶 的 . 在 那些 例子 中 ,很 显然 ， 误 差 阶 不 可 能 再 
改进 了 ,但 对 更 复杂 的 问题 ， 看 出 误差 实际 的 阶 到 底 是 多 少 远 非 易 事 ， 比方 说 ,在 前 面 
的 例子 中 ， 困 难 来 自 于 边界 附近 特殊 点 处 的 低 阶 截断 误差 ， 但 在 考虑 2.15 节 ， 3.5 节 和 
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下 一 节 中 更 一 般 的 椭圆 型 算 子 时 ， 在 每 个 点 处 都 会 有 低 阶 截断 误差 . 因此， 当 网 格 尺寸 
趋 于 零 时 ， 那 些 能 够 更 精确 地 刻画 误差 在 极限 情形 的 性 态 的 估计 是 有 用 的 . 

这 种 估计 常常 会 更 充分 地 利用 引 理 6.1 的 最 大 值 原理 ， 以 及 对 椭圆 型 算 子 工 成 立 的 
相应 结果 . 作为 预备 ， 假 设 用 Dan 来 表示 出 现在 (6.52) 的 误差 界 中 的 4 在 所 有 边界 节 
BEAK, HP o 满 足 (6.51). 现在 我 们 对 亚 :=e 一 T(Ban — ©) 应 用 引 理 6.1, 显然 有 

L,Wp = -Tp +TLr®p > 0, 
并 且 惠 在 边界 上 的 最 大 值 为 零 ， 所 以 我 们 可 以 得 到 结论 Vp <0, VP EJ. 我 们 还 可 以 对 
-e 重 复 此 论证 ， 并 且 由 此 推出 
lep| < T(®an — Sp), (6.90) 
这 个 结果 比 定理 6.1 AY (6.52) 强 不 少 . 特别 地 ， 它 给 出 了 一 个 在 边界 上 某 点 递减 到 零 的 误 
ZR. 

为 阐明 如 何 估计 误差 的 渐 近 性 态 ， 我 们 首先 考虑 单位 正方 形 上 边界 赋 狄 利克 雷 条 件 
的 泊 松 方程 的 解 . 采用 标准 的 五 点 差分 格式 ， 不 难 写 出 其 截断 误差 的 表达 式 ， 并 且 由 于 
在 适当 的 边界 条 件 下 ， 原 问题 的 精确 解 是 光滑 的 ， 所 以 我 们 在 展开 式 中 多 取 几 项 ， 


1 1 
T; s = 75 (A2) (uzzzz 十 Uyyyy)r,s + 5360(Az) (wzzrrzzz + Uyyyyyy)r,s °° (6.91) 
于 是 误差 Er,s 满足 方程 
Lher,s = —T;,s 
1 

= -五 (Az) (uzzzz 十 Uyyyy)r,s 十 O((Aa)*). (6.92) 

我 们 现在 假设 U(x, y) 为 方程 

1 

Wrz + Pyy = — Jo (Uszer i Uyyyy) (6.93) 


的 解 ， 它 在 单位 正方 形 边 界 上 取 值 为 零 ; HAS Y 为 用 我 们 的 数值 格式 近似 这 个 问题 所 
得 到 的 结果 ， 则 应 用 定理 6.1 的 误差 界 可 证 明 下 -多 = O(A’). 进一步 ， 我 们 把 这 个 结 
果 与 (6.92) 结合 起 来 ， 再 次 应 用 该 定理 得 


Rae = VCzrgo)+O(Az)) (6.94) 
即 原 泊 松 方程 的 数值 解 的 误差 由 下 式 给 出 ; 
Ur,s = u(zr, Ys) + (Ax)? (zr, Ys) T O((Az)*). (6.95) 


这 说 明 误 差 恰 为 二 阶 , 不 可 能 更 高 了 , 除非 在 函数 少 恒 为 零 的 非常 特殊 的 情况 下 ， 当然 ， 
该 表达 式 仅 在 网 格 尺 寸 趋 于 零 的 极限 过 程 中 有 意义 . 

我 们 可 以 在 两 个 具有 不 同 网 格 尺寸 的 网 格 上 求解 差分 方程 ， 并 通过 比较 两 个 数值 解 
在 共有 网 格 点 上 的 值 估计 误差 的 大 小 . 另 一 种 做 法 是 ,我们 可 以 用 近似 解 U 的 差 商 估计 
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(6.93) 的 右 端 项 ， 然 后 通过 再 次 实际 求解 离散 方程 得 到 我 们 此 前 称 为 销 的 近似 解 ; 将 其 
代入 (6.95) (EFEM a. 这 个 步骤 称 为 延迟 校正 (deferred correction). 我 们 要 再 次 强 
调 ， 只 有 网 格 尺寸 足够 小 使 得 (6.95) 的 渐 近 展开 有 效 时 ， 额 外 的 精度 阶 才 可 能 得 到 . 

上 一 节 的 最 后 一 个 例子 中 ， 在 正方 形 的 一 条 边 上 赋 了 诺 伊 曼 边界 条 件 ， 通 过 相当 任 
意 地 选择 比较 函数 D, 即 可 以 得 到 其 误差 界 ， 该 问题 的 渐 近 分 析 可 用 相似 的 方法 得 出 显 
然 ， 误 差 界 (6.75) 几乎 不 可 能 是 最 优 的 . 在 这 种 情况 下 ， 误 差 满 足 Lh(er,s) = -Ts 这 里 
7Tr,。 由 (6.68) 给 出 。 如 有 果 现 在 我 们 定义 少 为 问题 


1 
Wrz + Yyy = — {a Ureze + Uyyyy) (6.96) 


Ne = Wie) Sed) ROK -Suzsa(1,y), (6.97) 


的 解 ， 我 们 发 现 对 这 个 问题 应 用 相同 的 数值 方法 ， 在 若干 额外 的 高 阶 截断 误差 项 的 意义 
F, erns 满足 由 此 得 到 的 方程 . 细节 留 作 练习 (见习 题 6). 于 是 ， 如 同 前 面 的 例子 ， 我们 
得 到 

Ur,s = u(Zr, Ys) + (Az) Y(T, Ys) + o((Az)?), (6.98) 
并 且 w(-,-) 可 用 延迟 校正 方法 估计 . 

以 上 方法 可 以 直接 推广 到 含有 曲线 边界 的 问题 , 与 定理 6.2 应 用 的 第 一 个 例子 相同 ， 

我 们 把 网 格 点 集 分 成 A A do, 其 中 Jo 由 那些 有 一 个 或 多 个 邻 点 位 于 边界 上 的 网 格 点 组 
R. TEA PRA, RNA, WA (6.92), 


ient Z (At) (users + tyyy)| < Ka(Az)*, EH, (6.99) 


其 中 Ks = gig (Maree + Myyyy)- 现在 我 们 假设 曲线 边界 上 给 定 了 狄 利克 雷 边 界 条 件 ， 那么 
在 Jo 中 的 点 处 ， 我们 可 以 利用 (6.56) 和 (6.57b) 给 出 


ILn(er,s)| < K2Az， 在 J 中 . (6.100) 
如 同 (6.93), 我 们 定义 ylz, y) 为 方程 
Wzz + Wyy = (ues 十 Uyyyy) (6.101) 


的 解 ， 其 在 边界 上 的 值 为 零 ， 则 只 要 函数 4 和 少 具 有 足够 多 的 有 界 的 各 阶 导 数 ， 就 存在 
常数 Ka 和 Ks, 使 得 
eal T CT + Uyyyy) < K,(Az)’, 在 Jı 中 . 


[La(Wr,s)| < KsAz, FE Jo 中 . (6.102) 
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从 (6.99) 和 (6.100) 中 减 去 (6.102), 我 们 得 到 


Ins - va) < (K3 + K,)(Az)?, 在 九 中 ， 

Er,s 
Lila — r,s) 
我 们 现在 应 用 定理 6.2; 函数 Bp 以 及 Cl 和 Cs 的 值 与 那些 用 以 得 到 (6.64) 的 相同 ， 即 
Cı = 4E,, Co = Ez/(Az)?, 但 是 T= (K3 + K4)(Azx)?, To = Kz/Az 十 KsAz. 这 样 我 们 就 得 
到 


K 
< < + KsAz, 在 Ja 中 . (6.103) 


Er,s 


TAa — Ural < (ELR? + Ba) max {fatto nepta) (6.104) 
选择 E = HK; + Ky)(Az)?, Ez = K242 + Ks(Az)’, 得 
a ~ Yr s| < C(Aa), (6.105) 
这 表明 
ers = (Arz)2%(zr,ys) + O((Az)?). (6.106) 


这 也 再 一 次 说 明 在 边界 附近 的 点 的 低 阶 截断 误差 是 如 何不 影响 渐 近 展开 式 的 误差 主 项 
AY. 
综合 本 节 得 到 的 渐 近 误差 估计 和 前 几 节 的 严格 误差 界 ， 就 可 以 对 我 们 一 直 在 讨论 的 
具有 光滑 解 的 线性 问题 的 误差 性 态 给 出 有 用 的 描述 . 不过， 我 们 应 该 注意 ， 对 于 含有 变 
系数 a(z,g) 的 更 一 般 的 方程 ,构造 具有 所 要 求 性 质 的 函数 更 可 能 会 更 困难 . 到 底 有 多 困 
难 ， 误 差 界 的 估计 有 多 精确 ， 都 会 与 a(z,y) 的 形式 有 关 ， 在 构造 的 过 程 中 ， 很 可 能 会 用 
到 它 的 下 界 . 
然而 ， 将 上 面 给 出 的 分 析 方 法 应 用 到 在 曲线 边界 的 一 部 分 上 赋 诺 伊 曼 条 件 的 问题 的 
尝试 ， 并 不 是 那么 成 功 . 如 果 我 们 采用 (6.41) 的 近似 , 并 且 做 泰勒 级 数 展开 ,我们 发 现 截 
断 误 差 的 主 项 是 
i E 
1+pi +p: ” 
我 们 立刻 发 现 它 的 阶 是 00), 当 网 格 尺寸 趋 于 零 时 它 并 不 收敛 到 零 . 不 难 应 用 最 大 值 原 
理 得 到 误差 的 一 个 界 ， 我 们 发 现 这 个 界 是 O(Az) 的 . 但 是 ,我 们 的 误差 渐 近 展开 是 建立 
在 这 样 的 事实 之 上 的 ， 即 截断 误差 的 主 项 是 Ar MSR KMS zx, y 而 与 Ar HRA 
数 的 乘积 ， 对 表达 式 (6.107) 来 说 ， 这 已 经 不 成 立 了 ， 因 为 户 和 po 都 是 关于 z, y M Az 
的 函数 ， 而 且 还 不 是 光滑 函数 ， 其 中 含有 如 分 式 z/Az 的 项 . 图 6-4 反映 了 这 一 观察 结 
果 . 这 幅 图 绘 出 了 在 半径 分 别 为 1 和 0.3 的 圆 之 间 的 圆 环 上 泊 松 方程 数值 解 误差 的 有 关 


(6.107) 
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结果 . 在 第 一 个 问题 中 ， 两 条 边界 上 都 赋 狄 利克 雷 边 界 条 件 ， 并 且 边 界 条 件 和 f 的 选取 
使 解 恰好 为 
u(x, y) = 1+ 3a? + 5y? +772y + (2? + 2)?. 


在 这 个 计算 中 最 大 误差 如 下 方 的 曲线 所 示 , 表明 误差 约 按 (Ax)? 变化 . 在 第 二 个 问题 中 ， 
解 同 前 ， 只 是 在 圆 环 的 外 边界 上 加 诺 伊 曼 条 件 ， 我 们 注意 到 误差 大 了 许多 ， 其 变化 趋势 
为 O(Az), 但 是 其 细微 处 的 性 态 非 常 不 规则 . 对 这 样 一 个 问题 ， 为 求 得 误差 性 态 光 滑 且 大 
致 为 O((Az)”) 的 数值 解 ， 就 需要 对 边界 条 件 做 更 复杂 的 近似 . 


0 
= eee 
in(E) -2 
i se 


20 
J=1/Az 


6-4 AR RRR TEAR: PR, KABA, 上 方 曲线 ， 外 
边界 加 诺 伊 曼 条 件 


我 们 在 下 一 节 将 看 到 ， 有 限 元 方法 的 一 个 主要 的 优点 就 是 ， 它 处 理 诺 伊 曼 边界 条 件 
的 方式 更 加 简单 且 自 然 ， 这 使 误差 的 性 态 更 佳 . 
6.7 变 分 形式 和 有 限 元 方法 


对 一 般 的 扩散 问题 (6.20) 和 (6.22), 可 以 给 出 其 变 分 公式 . 首先 考虑 在 边界 上 所 有 点 
处 都 给 出 狄 利克 雷 边界 条 件 的 情形 . 我 们 定义 


1(v) := 上 žave 一 fo! dzdy. (6.108) 
我 们 断言 (6.20) 的 解 满足 我 们 写作 下 面 形式 的 变 分 方程 : 
ôl (u) = 0. (6.109) 
其 含义 为 如 果 v= ut u 是 任何 使 1(v) 有 定义 ， 且 满足 边界 条 件 的 函数 ， 则 
I(u + ĝu) — I(u) = o(du). (6.110) 


我 们 可 以 不 给 出 完全 严格 的 证 明 ， 而 说 明 为 什么 会 是 这 样 . 展开 (ut ou), 我 们 发 现 
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I(u + ôu) — I(u) = [iav ‘(Vou) — fouldrdy + [ 5alViulzdzdy 


f _[V - (aVu) + fléudxdy + O((5u)?), (6.111) 


这 里 我 们 用 到 了 高 斯 定理 ， 以 及 在 Q 边界 上 u = 0 的 事实 . 由 此 即 可 得 到 所 需 的 结论 . 

事实 上 ， 我 们 证 明 的 远 不 止 于 此 ， 因 为 既然 ao(z,y) > 0, 那么 对 于 所 有 在 边界 上 为 零 
的 函数 Ou, 由 (6.111) 知 T(w 十 6u) > I(u). 因此 ， 当 I(v) 取 遍 所 有 满足 边界 条 件 的 vv 时 ， K 
数 u 使 其 取 到 了 最 小 值 . 


下 面 假设 我 们 取 以 下 形式 的 有 限 项 展开 式 : 
N 
V(z,y) = 》 Vie; (x,y); (6.112) 
j=l 


其 中 函数 $; 是 给 定 的 ， 然 后 我 们 试图 选择 系数 Vi, 以 使 得 上 式 给 出 解 的 一 个 好 的 近 
似 . 我 们 可 以 把 I(V) 展开 成 以 下 形式 


1V) = 5 D D AY: - Db (6.113) 
ry i 
其 中 
Ay = /avi veildzdy (6.114) 
以 及 
bi = I fo; dady. (6.115) 


由 于 精确 解 和 使 I(v) 取 到 最 小 值 ， 因 此 通过 选择 系数 {Vj}, 使 V) 取 到 最 小 值 来 定义 解 
的 近似 U 是 自然 的 做 法 . 如 (6.113) R, IV) 是 系数 的 二 次 型 ， 在 V 满足 边界 条 件 的 
约束 下 ， 确 定 其 最 小 值 是 一 件 直 截 了 当 的 事情 . 

Rayleigh, Ritz 和 其 他 人 在 十 九 世 纪 都 用 过 这 种 方法 ， 他 们 选择 了 各 种 各 样 的 函数 
gifz,y), 这 也 是 现在 广泛 用 来 求解 椭圆 型 问题 的 ， 比 有 限 差 分 方法 更 受 人 们 (特别 是 工程 
师 们 ) 喜爱 的 有 限 元 方法 的 起 点 . 

有 限 元 方法 独特 的 特征 在 丁 其 对 6; (a, y) 的 选择 , 它们 通称 为 试探 函数 (trial function) 
at ME &(shape function), 其 选择 应 使 每 个 Oo; 仅 在 区 域 9 的 一 小 部 分 上 非 零 . 于 是 在 拖 
阵 4 中 ， 大 部 分 元 素 都 将 为 零 ， 因 为 仅 当 形 函 数 4: 与 9; 相 重合 时 Aj 才 是 非 零 的 . 下 
面 我 们 将 要 考虑 一 种 简单 情况 . 


176 第 6 章 二 维 线 性 二 阶 椭 图 型 方程 


假设 区 域 Q 是 一 个 多 边 形 ， 并 且 放 分 为 三 角形 单元 ， 如 图 6-5 所 示 . 三 角形 的 顶点 
P 通称 为 节点 (node). 假设 V 是 分 段 线性 的 ， 其 在 每 个 三 角形 上 的 线性 形式 由 它 在 三 角 
形 的 顶点 处 的 值 决定 . 则 显然 ， 它 在 相 邻 的 三 角形 间 是 连续 的 . 我 们 假设 沿 着 多 边 形 的 
边界 ,边界 条 件 类 似 地 也 是 分 段 线性 的 , 而 了 就 取 这 些 值 . 函数 O(c, y) 就 定义 为 在 节点 
P; 处 取 1, 而 在 其 他 节点 处 取 0 的 分 段 线性 函数 . 这 样 定义 的 函数 是 唯一 的 ， 而 且 仅 在 以 
P; 为 一 个 顶点 的 三 角形 上 不 为 零 ， 此 函数 被 称 为 帽 形 函 数 (hat function), 其 原因 是 不 言 
而 喻 的 . 画 在 三 维 空间 中 (图 6-6), 它 具 有 人 金字塔 般 的 形状 ， 每 个 面 都 是 三 角形 . 


图 6-5 多边 形 上 的 三 角形 单元 


图 6-6 —~ 0H 2k mB 


这 样 定义 的 形 函 数 具 有 一 个 有 用 的 性 质 ， 就 是 系数 Vi 给 出 了 函数 V(z,y) 在 节点 Pj 
处 的 值 ， 这 是 因为 所 有 其 他 的 形 函 数 在 这 个 节点 处 的 值 都 为 零 . 为 了 确保 Y 满足 边界 条 
件 ， 我 们 固定 对 应 于 边界 上 节点 的 系数 V, 而 允许 其 他 系数 在 求 最 小 值 的 过 程 中 变化 . 

由 于 三 角形 剖 分 可 以 容易 地 拟 和 几乎 任何 形状 的 边界 ， 有 限 元 方法 的 一 个 主要 的 优 
点 就 是 它 可 以 相当 容易 地 适用 于 复杂 的 几何 形状 . 一 旦 构造 了 一 组 三 角形 单元 ,矩阵 A 
的 元 素 就 可 以 通过 一 套 程式 化 的 步骤 计算 ， 而 不 用 考虑 三 角形 的 具体 形状 . 

为 说 明 这 套 步 又 ,我 们 来 考虑 最 简单 的 模型 问题 ,如 (6.1), 在 一 个 正方 形 上 求解 边界 
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上 w=0 的 泊 松 方程 .如 图 6-7 所 示 ， 我 们 先 用 以 前 的 做 法 ， 在 此 正方 形 上 构造 一 个 一 


图 6-7 正方 形 网 格 上 的 三 角形 单元 


致 的 正方 形 网 格 ， 然 后 在 每 个 小 正方 形 上 画 出 其 对 角 线 ， 将 其 分 为 两 个 三 角形 . 于 是 在 
矩阵 AH, 每 行 一 般 包含 7 个 非 零 元 素 , 因为 中 心 在 PP 的 帆 形 函数 会 与 中 心 在 P 以 及 P 
和 它 的 六 个 相 邻 的 节点 的 帽 形 函 数 交 个 ， 这 六 个 节点 在 图 上 标记 为 N, S, E, W, NW 和 
SEM. 由 于 每 个 四 在 各 三 角形 上 都 是 关于 z,y 的 线性 函数 ， 其 梯度 yo 在 每 个 三 角形 上 
都 是 常数 ,在 这 个 例子 中 a(z,y) = 1, 因此 计算 


Ay = J Vo: vondrdy (6.116) 
Q 


是 一 件 很 简单 的 事 . 在 每 个 三 角形 上 ， 少 的 各 偏 导数 取 值 均 为 0, 1/Az 或 -1/Az 之 一 ， 
BA 


App =4, (6.117a) 
Apy = Aps = Apr = Apw = -1, (6.117b) 

及 
Ap.nw = Apsse = 0. (6.117c) 


我 们 还 需要 由 (6.115) 计算 5; 的 值 . 如 果 我 们 将 函数 f(z,y) 用 f 在 PP 的 值 这 个 常数 代替 ， 
则 得 到 bp 近似 为 
bp = (Az)? fp. (6.118) 


不 过 , 我 们 要 在 这 里 指出 ,在 有 限 元 程序 中 , 积分 (6.114) 和 (6.115) 首先 在 每 个 单元 上 完 
成 ， 然 后 再 组 装 成 一 个 具有 下 面 (6.119) 形式 的 整体 方程 ， 特 别 地 ， 这 就 意味 着 ， 在 每 个 
单元 上 ， (6.115) 通常 将 用 重心 积分 公式 近似 ， 所 以 (6.118) 中 的 fp 将 替换 为 以 已 为 一 顶 
点 的 六 个 三 角形 重心 处 的 值 的 平均 . 二 次 型 (6.113) 的 最 小 值 由 满足 线性 方程 组 AU = b 
的 向 基 U 给 出 ， 对 应 于 可 变 的 V 的 内 部 节点 的 数目 决定 了 U, b 的 ,进而 AMAR. A 
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为 边界 值 都 为 零 ， 所 以 方程 右 端 项 再 无 其 他 贡献 . 该 方程 组 中 一 个 一 般 的 方程 为 

4Up — Un — Us — Up— Uw — (Az)? fp = (, (6.119) 
这 与 6.1 节 引 进 的 我 们 熟悉 的 有 限 差分 格式 是 一 样 的 ， 除 了 整体 改变 了 正 负 号 . 


与 有 限 差 分 方法 相 比 ， 有 限 元 方法 的 误差 分 析 有 一 个 不 同 的 特点 . 我 们 已 经 看 到 ， 
对 任何 在 边界 上 取 值 为 零 的 函数 w, u 满足 方程 


[love ‘Vw — fwldrdy = 0. (6.120) 
2 


而 且 如 果 积 分 是 精确 的 (或 者 a 和 了 是 常数 ), 则 对 任何 可 以 表示 为 形 如 (6.112) 的 有 限 和 
并 且 在 边界 上 取 值 为 零 的 函数 W, 函数 U 也 满足 方程 


f [aVU - VW — fWldrdy = 0. (6.121) 
2 


现在 我 们 可 以 取 任 何 一 个 满足 边界 条 件 且 具有 (6.112) J RH OV, HH w AW 均 取 
为 V -U, 因为 这 个 差 在 边界 上 取 值 为 零 ， 于是， 上 两 式 相 减 ， 我 们 便 得 到 


[levy -u)- VV -lardy =0. (6.122) 
NQ 
因此 
i alV(V — u)[dady = f alVi(V ~ U) + (U — u)]|?dzdy 
0 Q 
= i alV(V 一 U)Paxdy + f alV(U — u)|? dzdy, 
Q 2 


这 是 因为 由 (6.122) 含 交叉 积 的 项 为 零 ， 这 就 意味 着 


f avu — u)|*dady < | al\V(V —u)|?dady, VV. (6.123) 
2 2 
对 在 9 边界 上 取 值 为 零 的 函数 wa, y), 我 们 定义 一 特殊 的 范 数 ， 
上 wl = [ alVw|?dady. (6.124) 
2 
这 样 我 们 就 已 经 证 明了 
U — ulle < |V -ulls, VV. (6.125) 


这 个 关键 的 结果 说 明 4 具有 (6.112) 形式 的 所 有 可 能 的 近似 中 ,在 这 个 范 数 的 意义 下 ，U 
是 最 好 的 ， 其 误差 可 通过 应 用 通 近 论 非常 精确 地 估计 出 来 . 在 这 里 涉及 任何 细节 ， 或 考 
Rofl /为 变量 时 采用 数值 积分 格式 的 影响 ， 都 会 超出 本 书 的 范围 ， 因 此 我 们 只 引用 主 


要 的 结果 如 下 
IlU — ulle < Cihlul,, (6.126a) 


IIU — ullra) < C2h?lul,, (6.126b) 
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其 中 是 三 角形 前 分 的 所 有 三 角形 的 最 大 直径 .ul, = |lucel] 十 上 uzyl| + lluy m Il - |] # 
FR |l- leony TER. 


最 后 ， 假 设 在 边界 的 一 部 分 上 加 了 齐 次 诺 伊 曼 边界 条 件 . 这 种 边界 条 件 是 以 一 种 目 
然 的 形式 体现 在 交 分 过 程 的 . 而 有 限 元 法 也 同样 用 这 种 自然 的 方式 处 理 这 种 边界 条 件 . 
在 导出 (6.111) 时 ， 应 用 高 斯 定理 得 到 了 边界 积分 


Ou 
a—déudl. 6.127 
f 天 (6.127) 


在 所 有 边界 点 上 ， 无 论 是 加 狄 利克 雷 边界 条 件 ， 这 时 5w = 0, 还 是 加 齐 次 诺 伊 曼 边界 条 
件 ， 这 种 情况 下 对 真 解 有 9u/6n = 0, 该 积分 都 为 零 . 因此 ， 当 我 们 求 由 (6.108) 式 定义 的 
I(v) 的 极 小 时 , 在 达到 最 小 值 处 , 不 仅 方程 (6.20) 在 所 有 内 点 都 成 立 , 而 且 在 所 有 无 犹 利 
克 雷 边界 条 件 约束 的 边界 点 处 , 也 有 Ou/On = 0. 这 就 称 作 诺 伊 曼 边界 条 件 的 自然 (natural) 
处 理 . 

有 限 元 方法 直接 应 用 了 这 一 求 最 小 值 的 性 质 . 不 受 狄 利克 雷 边 界 条 件 约束 的 边界 节 
点 如 内 部 节点 一 样 处 理 ， 并 且 包 括 在 求 和 式 (6.112) 中 ， 相 应 的 形 函 数 被 边界 截断 . 这 样 
方程 组 4U = b 的 计算 可 以 用 同 以 前 一 样 的 方式 进行 ， 不 同 的 地 方 是 其 维 数 会 因 额 外 增 
加 的 节点 而 增长 、 而且 4 和 b 相应 的 分 量 会 具有 非 标 准 形式 (参见 6.9 节 的 例子 ). 此 外 ， 
上 面 的 误差 分 析 过 程 在 此 仍然 适用 ; 唯一 需要 更 改 的 是 将 “满足 边界 条 件 ” 和 “在 边界 
处 为 零 ” 替换 为 “满足 狄 利克 雷 边 界 条 件 ” 和 “在 狄 利 克 雷 边界 处 取 值 为 零 ” 


6.8 对 流 扩散 问题 


我 们 在 前 几 章 已 经 看 到 ， 在 扩散 算 子 上 附加 低 阶 项 会 造成 困难 ， 也 会 使 许多 标准 方 
法 效用 降低 . 我 们 在 这 一 章 讨 论 过 的 微分 方程 (6.24) 仍然 满足 最 大 值 原理 ， 这 是 因为 如 
果 在 内 部 有 一 个 最 大 值 点 ， 那 么 在 该 点 处 就 有 uz = uy = 0, 所 以 这 些 附加 项 不 会 影响 用 
反 证 法 推导 出 不 存在 这 样 的 最 大 值 点 . (此 外 ,还 要 注意 ， 即 使 这 些 项 与 扩散 系数 a 无 
关 ， 这 也 是 成 立 的 . ) 但 是 ， 引 理 6.1 中 关于 离散 方程 (6.25) 的 相应 的 论述 就 不 成 立 了 ， 除 
非 条 件 (6.27) 得 以 满足 , 但 这 个 条 件 限 制 性 很 强 . 幸运 地 是 , 在 那里 讨论 的 那 种 情况 下 ， 
可 以 通过 应 用 有 限 体积 法 导出 差分 方程 来 避免 这 个 困难 ， 由 此 得 到 的 格式 是 (6.29a). 


有 时 一 阶 项 并 非 因 展开 扩散 项 而 产生 ， 这 时 困难 就 变 得 严重 得 多 . 刚刚 在 6.7 节 考 
虑 过 的 变 分 形式 强调 了 这 种 特征 : 由 (6.20) 中 的 自 伴 (self-adjoint) 微分 算 子 , 我 们 得 到 了 
(6.120) 中 的 双 线 性 型 (bilinear form): 


aVu: Vw dady. (6.128) 
2 
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它 关 于 ww 和 ww 是 对 称 的 ,并且 由 此 导出 了 (6.124) 中 定义 的 范 数 . 假设 我 们 有 如 下 形式 的 
对 流 扩 散 (convection-diffusion) 方程 : 

—V(eVu) + V-Vu= f. (6.129) 
这 里 e 是 一 个 GER) 扩散 系数 ， 与 方程 (6.20) 相 比 多 出 来 的 那些 项 来 自 于 对 流 (或 平流 ) 
速度 V, 我 们 引入 了 不 同 的 记号 用 来 强调 这 样 一 个 事实 , 即 扩散 系数 经 常 是 非常 小 的 . 如 
果 速 度 是 不 可 压缩 的 ， 即 V-V = 0, 这 个 方程 就 等 价 于 

V-(eVu-— Vu)+f =0. (6.130) 
两 种 形式 都 可 能 在 实际 问题 中 出 现 ， 而 且 它 们 对 应 了 5.7 节 中 所 考虑 的 问题 的 一 种 二 维 
定常 形式 ; 并 且 它 们 带 来 了 相同 的 问题 . 用 检验 函数 (test function) w 乘 后 一 个 方程 ， 然 
后 在 其 区 域 上 积分 ， 再 做 分 部 积分 ， 得 双 线 性 型 : 


[tev — Vu) - Vwdady. (6.131) 
2 


它 不 再 关于 u 和 w 对 称 . RARARNABA—A7 AD FR ee EY H RE 
数 ， 而 相应 于 (6.121) 的 方程 组 也 不 再 给 出 BD ee a a. 

下 面 我 们 将 简略 地 考虑 应 如 何 推导 有 限 差分 方法 来 重建 最 大 值 原 理 ， 以 及 有 限 元 方 
法 如 何 能 够 近乎 重 获 最 佳 逼近 的 性 质 . 

导出 有 限 差分 格式 的 最 好 的 途径 是 通过 有 限 体积 法 ， 将 针对 扩散 项 的 (6.29) 中 的 公 
式 和 4.7 节 中 推出 的 针对 对 流 项 的 公式 组 合 在 一 起 .在 后 一 种 情况 ， 我 们 发 现 最 好 采用 
某 种 形式 的 迎风 格式 ， 这 样 ， 如 果 速 度 分 量 VE) 是 正 的 ,在 (6.30) 的 罗 经 点 记号 下 ,我 
们 用 以 下 的 近似 取代 东 、 西 方向 的 通 基 : 


Ou Ug -U 
(a u) ĉe— Az p UP, 


ðu Up- U 
u _ yz) we PW _ ve) 6.132 
(: Bz V u) Ew re Vw Uw (6.132) 


如 果 速 率 VO 也 是 正 的 ， 我 们 对 南 、 北 方向 的 通 量 做 类 似 的 蔡 换 ， 经 过 这 些 蔡 换 后 生成 
的 用 于 替代 (6.30) 的 方程 满足 引 理 6.1 的 所 有 条 件 ， 并 且 其 近似 解 满足 最 大 值 原理 ， 


我 们 认为 这 是 构造 迎风 格式 的 最 简单 的 做 法 ， 因 为 尽管 在 方程 (6.130) 中 没有 关于 时 
间 的 导数 ， 但 如 果 引 进 关 于 时 间 的 导数 项 ,那么 e 的 正 负 号 要 求 它 必须 出 现在 方程 的 右 
边 ， 这 样 特征 线 就 是 从 左下 方 指向 右上 方 ， 用 这 样 一 种 简单 的 方式 来 确保 最 大 值 原理 成 
立 , 需要 付出 的 代价 是 我 们 只 能 得 到 一 阶 精度 . 对 流 扩散 问题 经 常会 出 现 陡峭 的 边界 层 ， 
而 这 个 格式 ， 虽 然 能 保证 一 个 具有 单调 性 的 层 仍然 保持 其 单调 性 ， 但 经 常 给 出 一 个 比 正 
确 结果 厚 很 多 的 边界 层 . 这 个 效应 ， 以 及 其 量 值 的 估计 易 由 修正 方程 分 析 得 出 ， 这 种 分 
析 还 表明 ， 对 流 项 的 一 阶 近似 截断 误差 会 增强 扩散 项 . 
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在 (6.130) 的 有 限 元 通 近 中 ， 我 们 也 要 引入 一 些 迎 风 的 做 法 . 最 好 的 处 理 办 法 是 修正 
用 到 的 检验 函数 . 如 果 在 (6.121) 式 中 ， 用 来 生成 检验 函数 W Hew $j; 与 生成 近似 解 
U 的 展开 式 (6.112) 中 的 一 样 ， 那 么 这 种 方法 称 为 Galerkin 方 法 (Galerkin method). 采用 更 
一 般 的 检验 函数 的 方法 称 为 Petrov-Galerkin 方 法 (Petrov-Galerkin method). 我 们 首先 在 一 
维 情 形 考虑 对 对 流 一 扩散 问题 有 用 的 取 法 . 


图 6-6 中 勾画 的 分 段 线性 基 函 数 ， 在 一 维 情 形 为 
ae { (w—aj-1)/hj, zee 


(6.133) 
(Tj+1 — T)/ħj+1, TE C541, 


其 中 具有 长 度 hj 的 单元 e; 对 应 区 间 (zi-l,zj). 现在 假设 我 们 引入 了 迎风 检验 函数 


pj (x) = $;(x) 十 aoj(zh)， (6.134) 
其 中 修正 项 cj(.) 定义 为 
egy J 3(@ — 25-1) (25 — 2/45; TE ej, i 
na | 一 3(z — 2;)(2j+1 一 £)/hir TE ej+1- ee) 


这 样 ， 如 果 a BIEN, 那么 在 zi HAW $9;(-) 加 上 了 一 个 二 次 冒 泡 函 数 ， 同 时 在 右 侧 减 
去 一 个 类 似 的 冒 泡 函 数 . 现在 将 这 种 检验 函数 应 用 在 相应 于 (6.121) 的 方程 
/ [eU’ — VU dz = J fwidz. (6.136) 


为 简单 起 见 ， 我 们 假设 e 和 VV 为 常数 . 那么 , AU 在 每 个 区 间 上 都 是 常数 ， 并 且 ol) 
在 每 个 节点 上 都 为 零 ， 因 此 迎风 操作 对 扩散 项 没有 影响 ， 而 我 们 得 到 了 以 下 格式 
= ewe Uj UU; =| 


+v [Z0 -aUn — U5) + 501 +U; - U;-1)|= f fjae. aa7 
BR, 4 V HER, 取 a > 0 就 对 应 了 迎风 格式 . 此 外 , 在 这 种 情况 下 ， 对 于 一 致 的 网 格 
分 布 ， 如 果 
30 eh WM ai (6.138) 
则 该 格式 满足 最 大 值 原理 . 同时 也 要 注意 在 一 个 一 致 网 格 上 ， 我 们 可 以 将 (6.137) 写作 
一 (c/n + av) ôU; + VAozrU; = f itida. (6.139) 
这 解释 了 迎风 操作 是 如 何 增 大 扩散 的 . 正如 我 们 以 前 看 到 过 的 ， 当 网 格 Péclet 数 M* 小 于 


2 时 ， 我 们 可 以 取 a = 0, 并 对 对 流 项 采用 中 心 差分 . 但 是 对 于 任何 大 些 的 值 ， 我 们 可 以 
选择 a, FMSH EH (6.138) 中 的 等 号 成 立 ， 来 确保 最 大 值 原理 成 立 . 
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形式 广泛 的 迎风 ' 冒 泡 函 数 ' 可 以 (并 且 已 经 ) 用 来 获得 上 述 结果 . 这 就 为 将 这 些 技 巧 
推广 至 高 维 情形 提供 了 广泛 的 可 行 性 ， V- Voj 提供 了 一 个 很 好 的 用 来 指示 哪里 应 该 加 
冒 泡 范 数 的 指示 句 ， 事 实 上 ， 这 形成 了 得 到 广泛 应 用 的 流 线 扩 散 法 (streamline diffusion 
method) 的 起 点 . 读者 可 以 参看 文献 注释 来 寻找 关于 这 些 方法 及 其 他 方法 的 参考 资料 . 
在 这 些 参 考 资 料 中 ， 你 也 会 发 现 ， 存 在 在 不 同 的 范 数 下 选择 检验 函数 的 方法 ， 使 由 此 导 
出 的 近似 解 在 某 个 给 定 的 因子 的 范围 内 为 最 优 的 . 


6.9 一 个 例子 


作为 一 个 结束 本 章 的 例子 ， 我 们 来 考虑 这 样 一 个 向 题 ， 其 几何 特征 与 第 3 章 中 考虑 
的 一 个 问题 类 似 (参看 图 3-6). 我 们 希望 能 够 确定 一 个 由 两 个 长 柱 体 组 成 的 一 个 导体 的 电 
A, 其 外 柱 体 的 截面 为 正方 形 ， 内 柱 体 的 截面 为 贺 形 . 由 此 导出 的 是 一 个 二 维 问题 , 需要 
在 一 个 正方 形 和 一 个 小 一 点 的 同心 圆 之 间 的 区 域 上 求解 一 个 拉 普 拉 斯 方程 . 这 个 问题 有 
3 条 对 称 线 , 因此 显然 仅 需 考 虑 如 图 6-8 所 示 的 该 区 域 的 八 分 之 一 就 够 了 ， 而 且 这 样 做 效 
率 要 高 得 多 . 


图 6-8 例 ， 拉 普 拉 斯 方程 


我 们 需要 在 由 圆 弧 AD 与 线段 4B, BC 和 CD 包围 的 区 域 上 求解 拉 普 拉 斯 方程 . 边 
界 条 件 规定 ， 解 在 圆 弧 AD 上 为 零 ， 而 在 线段 BC 上 的 值 为 1. 另外 的 两 条 线段 是 对 称 边 
界 ;形式 上 我 们 可 以 指定 法 向 导数 在 这 两 条 线段 上 为 零 . 但 是 有 一 种 更 简单 并 且 更 精确 
的 直接 应 用 对 称 性 的 方法 ， 就 是 首先 确保 这 两 条 边界 线 经 过 网 格 点 ， 然 后 将 这 些 网 格 点 
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视 为 内 点 ， 并 在 这 些 网 格 点 处 建立 非 标 准 方程 . 


如 果 应 用 有 限 差分 格式 ， 对 对 称 边 界 AB 上 的 一 点 P, 我 们 构造 其 在 边界 外 的 相 邻 网 
格 点 S. 由 对 称 性 ， Us=Un, 所以， 相应 于 点 已 的 差分 方程 成 为 


cNUN +csUN +cgUE+cecaUAaA— cpUp = 0. (6.140) 
类 似 地 ， 在 对 称 边界 CD 处 ,我 们 构造 边界 外 的 点 N' 和 OW’, 这 样 应 用 对 称 性 于 
cn’ Un: + csUs + CerUp + ew Uy a cp: Up: =0 (6.141) 
得 
(cw + cg Us: Ea (CE + cn’ )UR = cp-Up = 0. (6.142) 


在 除了 与 圆 弧 邻 近 的 节点 外 的 所 有 其 他 节点 处 应 用 标准 差分 格式 ， 与 圆 弧 邻近 的 节点 的 
差分 格式 的 系数 可 根据 6.4 节 讨 论 过 的 方法 计算 . 


如 果 对 这 个 问题 应 用 有 限 元 方法 ， 在 边缘 AB 和 CD 内 部 节点 处 的 值 包括 在 求 极 小 
值 的 过 程 中 . 每 个 这 样 的 节点 都 有 一 个 在 边界 处 被 截断 的 相应 的 形 函 数 ， 并 且 由 此 导出 
一 个 修正 方程 . 假设 生成 三 角形 单元 的 对 角 线 是 画 在 CD 方向 上 的 ， 那 么 对 于 CD 上 的 
典型 点 已 , 由 对 称 性 ， 显 然 有 系数 cp 减 小 一 半 , 而 ce 和 csr 不 因 形 函数 被 截断 而 变化 . 
所 以 我 们 得 到 的 方程 是 将 (6.142) 折 半 . 在 AB ERS PAb, 系数 cp,cg 和 cw 都 减 半 ， 
而 cw AE; 所 以 我 们 又 得 到 了 (6.140) 折 半 的 方程 . 


因此 在 这 种 情况 下 ， 有 限 差 分 方法 和 有 限 元 方法 给 出 了 相同 的 方程 组 . 不 过 , 后 者 显 
然 给 出 了 一 个 比 6.4 节 所 描述 的 直接 得 多 的 处 理 诺 伊 曼 边 值 条 件 的 更 一 般 的 处 理 方法 . 
图 6-9 所 示 的 是 一 个 在 单位 正方 形 和 半径 为 0.4 的 圆 所 围 成 的 区 域 上 的 解 . 为 了 便于 可 视 
化 ， 将 解 关 于 对 角 线 作 了 镜像 反射 . 


图 6-9 四 分 之 一 区 域 上 的 解 


这 个 问题 需要 的 结果 是 边界 外 电场 的 通 量 . 这 可 由 通过 圆 弧 AD 或 者 直线 段 BC 的 
通 基 给 出 , 后 者 显然 更 容易 精确 地 计算 ; 由 于 我 们 只 考虑 了 区 域 的 八 分 之 一 , 因此 要 计算 


ga sf oy, (6.143) 
m 
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应 用 中 心 差分 ， 在 点 (tr, Ys) Ab, ER 
Ur+1,s = Ur-1,s 
2Ar 


近似 ， 其 中 的 一 个 点 在 边界 之 外 . 在 边界 点 处 应 用 标准 的 五 点 差分 格式 近似 拉 普 拉 斯 方 
程 ， 我 们 可 以 消去 Urs 从 而 得 到 近似 


4Ur.s 2U;--1,8 E Ur s+1 = Ur s—1 
2AT ` 


除了 ðu/ðn 假设 为 零 的 C 点 ， 在 其 余 点 用 此 式 近 似 法 向 导数 ， 通 过 应 用 斜 方形 法 则 ， 容 
易 由 (6.143) 计算 得 到 要 求 的 通 基 . 


请 读者 作为 练习 ， 来 验证 一 下 按照 计算 (6.116) 积分 相同 的 方法 计算 的 如 下 形式 的 有 
限 元 积分 会 导出 相同 的 公式 . 
J vo: vwlaray, (6.144) 
2 


其 中 W 是 在 BC ELIANE, MEF E 的 垂 线 上 为 零 的 分 段 线性 函数 . 


表 6-1 列 出 了 关于 各 种 网 格 尺寸 的 数值 结果 . 准确 值 是 6.33362, 它们 清晰 地 显示 了 一 
个 (Ac)? 阶 的 误差 . 事实 上 ， 该 数值 结果 与 下 面 的 表达 式 有 四 位 小 数 是 吻合 的 
6.33362 + 0.53(Az)?. 


表 6-1 对 不 同 的 Ar 计算 的 通 量 值 


Ar 9 
0.1000 6.33901 
0.0500 6.33495 
0.0250 6.33396 
0.0125 6.33370 
文献 注 记 与 推荐 读物 


前 面 已 经 提 到 过 的 Collatz(1966) 的 经 典 教材 中 , 给 出 了 对 处 理 带 一 般 边 界 条 件 的 
机 圆 问题 的 方法 的 分 析 . 通过 在 小 面积 单元 上 积分 来 构造 差分 方程 的 思想 ， 似 乎 是 由 
Varga(1974) 首次 进行 广泛 宣传 的 . 
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最 大 值 原 理 在 有 限 差 分 方法 的 误差 分 析 中 的 应 用 ， 是 由 Bramble 和 Hubbard 在 其 始 
于 1964 年 的 一 系列 文章 中 发 展 起 来 的 ， 在 参考 资料 中 已 经 有 选择 地 提 及 了 其 中 的 一 部 
分 . 关于 最 大 值 原理 对 椭圆 型 方程 更 一 般 的 应 用 ， 可 参见 Protter 和 Weinberger (1967) 的 
教材 . 

我 们 对 有 限 元 方法 所 做 的 简略 介绍 ， 确 实 没 有 足够 地 反映 出 其 对 椭圆 型 问题 求解 的 
影响 ， 而 那些 更 深 的 理论 已 涵盖 于 许多 书 中 , 例如 ， 见 Strang 和 Fix (1973), Ciarlet (1978), 
Brenner 与 Scott (2002) 的 论著 . 这 些 书 涵盖 了 许多 更 深 的 理论 , 包括 高 阶 形 函 数 , 四边形 
单元 和 曲 边 单元 ， 以 及 在 各 种 范 数 下 的 误差 分 析 ， 

有 限 元 方法 的 一 个 关键 的 特点 是 ， 它 使 得 网 格 的 局 部 加 密 或 者 在 选 定 的 单元 上 引进 
高 阶 形 函 数 成 为 可 能 . 这 种 在 选 定 的 单元 上 (误差 比 平均 误差 大 ) 进行 局 部 加 密 的 方法 是 
基于 后 验 误差 估计 (a posteriori error estimate), 所 谓 后 验 误差 估计 指 的 是 由 计算 得 到 的 近 
似 解 推出 的 误差 估计 .Sini 和 Mayers (2003) 中 有 关于 这 些 思想 的 简单 介绍 . 

在 对 流 扩散 问题 中 遇 到 的 特殊 困难 (包括 应 用 有 限 体 积 法 和 有 限 元 方法 ) 可 以 在 Roos 
et al.(1996) 和 Morton(1996) 的 书 中 找到 . 


J Æ 


6.1 设 泊 松 方程 
Ure + Uyy + f(x,y) =0 


定义 在 由 y = 0,y= 2 二 2z H y = 2 一 2x 围 成 的 三 角形 上 , 边界 上 所 有 点 处 都 给 定 了 狄 利克 雷 
边界 条 件 . 为 求 其 数值 解 ， 我 们 采用 一 致 正方 形 网 格 ， 其 尺寸 为 Az = Ay = 1/N. 试 找 出 在 内 
点 和 邻近 边界 的 点 处 ， 标 准 五 点 差分 格式 的 截断 误差 的 主 项 .说明 如 何 选择 常数 C, 以 便 可 以 对 
网 格 函数 ulti yj) 一 Ui; 十 CY? 应 用 最 大 值 原理 . 证 明 解 的 误差 关于 网 格 尺 寸 至 少 是 一 阶 的 . 

采用 Ay = 2Az 的 矩形 网 格 ， 可 以 避免 在 边界 附近 采用 一 种 特殊 的 差分 格式 的 必要 性 ， 这 
与 前 面 的 方法 相 比 真 的 具有 优越 性 吗 ? 


6.2 ”我 们 要 在 单位 正方 形 上 求解 方程 


边界 上 给 定 狄 利克 雷 条 件 .在 一 致 网 格 上 应 用 差分 格式 

SP ae 

假设 a 是 只 依赖 于 x 的 正 的 单调 增 函 数 . 说 明 如 何 选择 常数 C, 使 得 比较 函数 更 = @(z2 +y’) 
满足 定理 6.1 的 条 件 . 将 此 结果 推广 到 下 面 几 种 情形 ， (i) a 是 只 依赖 于 zx 的 正 的 单调 减 函 数 ; 
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6.3 


6.4 


6.5 


6.6 


6.7 
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(ii) a(z,y) 对 固定 的 y 是 关于 r 的 正 的 单调 增 函 数 ， 并 且 对 固定 的 z 是 关于 y 的 单调 减 函数 . 


直接 完整 地 构造 出 由 Zz o0, y0, r? tysi 定义 的 区 域 上 ， 泊 松 方 程 

tire + Uyy + f(x,y)=0 
的 近似 解 的 线性 方程 组 . 网 格 采用 尺寸 为 4 的 … 致 正方 形 , 边界 条 件 是 w(z,0) = p(x), ux(0,y) = 
ay). UR u(x, 1 — x° ) = r(x), RP p, q,r 和 f 是 给 定 的 函数 . 


(RE OS <a0<y<b LRM 
Ure + Uyy — Kut f(x,y) = 9, 
其 中 K 是 - -个 正常 数 ， 是 一 给 定 函 数 ， 边 界 所 有 点 都 给 定 犹 利克 雷 边界 条 件 . 我 们 在 尺寸 为 
Ar =a/(M +1), Ay =b/(N 二 1) 的 一 致 网 格 上 应 用 中 心 差分 近似 . 
写 出 截断 误差 的 主 项 ， 推 演 最 大 值 原理 . 证 明 通过 合理 选择 常数 C 和 D, 就 可 以 对 网 格 函 
数 Us — ulate, Ys) + Ca? 十 万 应 用 最 大 值 原理 以 给 出 数值 解 的 误差 界 . 


ME KRM O <a? +y < 1,0 < y<< 7 上， 函数 ulz, y) 满足 方程 Urr + Uyy + f(z, y) = 0， 
在 边界 y 二 Z 上 给 定 了 诺 伊 曼 边 界 条 件 ， 而 在 其 余 边 界 上 给 定 了 狭 利 克 雷 边界 条 件 . 采用 尺寸 
为 Ar = Ay = j W-K, GIRARE Au = b 的 线性 方程 组 . 明确 地 写 出 矩阵 4 的 各 
TUR. 

将 原 问 题写 成 极 坐 标 形式 ， 并 且 构 造 类 似 的 线性 方程 组 的 系数 矩阵 . 


设 u 是 单位 正方 形 上 方程 Uzz 十 Uyy = f OM, E r= 1 的 边界 上 满足 诺 伊 曼 边界 条 件 Ur =g, 
在 另外 三 条 边 上 满足 狄 利克 需 边 界 条 件 . 在 一 致 正方 形 网 格 上 用 通常 的 中 心 差分 近似 ,边界 条 件 
近似 为 

Ulis — UL 


2Ar as 


证 明 由 此 得 到 的 数值 解 满足 
Ur.s = u(@y, Ys) 十 (Az)*vy (zr, ys) + O((Az)%), 
其 中 ou) 满足 方程 
1 
Woe + Wyy = 一 (urzzz 十 Uyyyy): 
试 给 出 由 (T,y) 满足 的 边界 条 件 . 
对 Ay = 上 Az 的 一 致 矩形 网 格 推导 类 似 结 果 . 
用 0- 方法 来 求解 在 Z = 0 和 >z=1 处 赋 狄 利克 雷 边 界 条 件 的 热 方 程 ut = Urr, 假设 给 定 了 截 


断 误 差 的 界 
TP+] <C(1—-aAt)", n20,0<j<J, 
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其 中 Qa 和 C 是 使 QAt <1 9aAt <} -ia 的 正常 数 . 用 如 下 形式 的 比较 函数 
(1 — aAt)"2;(1 — 2;) 
导出 误差 界 
leF| < K(1 — aAt)"2;(1 ~ zj), 
并 将 常数 K 用 C 表示 出 来 . 
以 sin rzZij 取代 zj(1 一 Xj;) 后 重复 此 分 析 过 程 . 


第 7 章 线性 代数 方程 组 的 迭代 求解 


在 第 6 章 ， 我 们 已 经 讨论 了 两 种 通 近 线性 椭圆 型 方程 的 方法 ， 基 于 微分 方程 或 其 积 
分 形式 的 有 限 差分 法 及 有 限 元 方法 ， 每 -种 方法 都 给 出 一 个 规模 可 能 很 大 的 线性 代数 方 
HA. 在 实际 的 工程 计算 中 ， 一 个 二 维 问 题 有 数 千 个 未 知 数 ， 一 个 三 维 问题 有 数 十 万 个 
未 知 数 的 情况 都 很 常见 . 求解 这 样 的 方程 组 本 身 即 为 十 分 重要 的 问题 ， 而 且 在 这 方面 已 
有 很 多 细致 的 研究 . 正如 我 们 前 面 看 到 的 ， 通 过 离散 得 到 的 方程 组 有 很 多 特殊 之 处 ， 一 
个 高 效 的 求解 方法 必须 充分 地 利用 这 些 特点 . 这 些 方程 组 最 明显 的 性 质 就 是 它 是 极其 稀 
朴 的 (sparse), 即使 有 数 千 个 未 知 数 ， 每 个 方程 也 仅 包 含 一 个 未 知 数 以 及 与 其 紧邻 的 未 知 
数 ， 特别 地 ， 如 果 我 们 将 方程 组 写 为 惯用 的 记 法 

Ax =b (7.1) 
其 中 4 是 一 个 NN x NN 的 矩阵 ，b 是 一 个 给 定 的 数据 向 量 ，x 是 关于 NN 个 内 部 未 知 网 格 
点 值 的 向 量 ， 那 么 这 就 意味 着 对 这 些 值 做 了 一 个 一 维 排序 ， 这 多少 有 些 不 自然 ， 而 且 掩 
盖 了 这 样 一 个 重要 性 质 ， 即 只 有 紧邻 的 点 会 包括 在 方程 中 . 和 矩阵 4 的 每 一 行 只 包括 了 很 
少 的 几 个 非 零 元 素 ， 一 般 是 5 个 或 7 个 ; 此 外 ， 对 许多 问题 来 说 ， 适 当 排列 未 知 数 的 次 
序 ， 我 们 会 得 到 一 个 非 零 元 素 规则 排列 的 矩阵 . 这 类 结构 上 的 性 质 ， 以 及 我 们 在 第 6 章 
中 强调 的 元 素 正 负 号 的 性 质 ， 在 构造 求解 方程 组 的 高 效 方法 中 都 是 重要 的 . 

求解 (7.1) 的 最 明显 的 方法 是 直接 的 高 斯 消去 法 . 对 于 自然 排序 的 一 维 问题 来 说 ， 这 
是 很 有 效 的 ， 用 二 阶 精度 的 方法 近似 二 阶 方程 ,得 到 一 个 三 对 角 方 程 组 ,而 2.9 节 给 出 的 
Thomas 算法 与 不 选 主 元 的 高 斯 消去 法 是 等 价 的 ; 即便 应 用 高 阶 格 式 , 致使 每 个 差分 方程 
包含 多 于 三 个 邻 点 ， 因 而 方程 组 将 不 再 是 三 对 角 的 ， 而 是 “ 带 状 ”的 (BPL |- m) 较 小 
时 Aim Æ 0), 按照 自然 顺序 的 直接 消去 法 效率 也 很 高 . 

不 过 ,在 二 维 或 三 维 中 ,任何 顺序 都 会 导致 大 得 多 的 带宽 . 和 壁 如 ， 考 虑 在 覆盖 了 
一 致 和 矩形 网 格 的 矩形 区 域 上 求解 泊 松 方程 ,这样 未 知 的 内 点 值 是 Urns r = 1,2,...,dz, 
s=1,2,..., Jy. 我 们 按照 标准 排序 或 称 自然 排序 (natural ordering) 给 诸 点 编号 ， 从 底部 开 
始 , 每 一 行 按照 从 左 到 右 的 顺序 , 依次 逐 行 向 上 . 那么 在 这 个 序列 中 未 知 数 Urs 会 编号 为 
k= 二 r+ 十 Jz(s 一 1). BA, 方程 组 中 一 个 一 般 的 方程 会 包含 Urns 及 其 四 个 紧邻 的 网 格 点 ， 
EERS] k, k+l, k1, k+ Jr, A k- Je 那么 矩阵 的 非 零 元 素 都 落 在 以 对 角 线 
为 中 心 的 宽度 为 Je +1 的 带 状 区 域 中 . 在 解 方程 组 的 不 选 主 元 的 消去 过 程 中 ， 带 外 的 元 
素 始终 为 零 ， 但 是 带 内 则 会 充满 非 零 元 素 . KAMRA JzJy, 而 整个 求解 过 程 需要 
做 的 算术 运算 次 数 为 Je Jy (Qe +1)? 量 级 ， 与 处 理 非 零 矩阵 所 需 的 (JJ) 量 级 的 运算 相 
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比 ， 这 当然 是 少 得 多 了 ， 但 仍 很 可 观 . 对 尺度 为 h 的 正方 形 网 格 ， 处 理 二 维 问题 所 需 的 
算术 运算 次 数 为 h-4 其 级 ， 对 三 维 问题 则 为 OT 量 级 ， 对 二 维 问题 ， 消 去 法 在 处 理 任意 
区 域 与 任意 网 格 时 的 灵活 性 ， 已 使 其 成 为 求解 有 限 元 方程 优先 采用 的 方法 ， 但 其 统治 地 
位 已 经 受到 了 迭代 法 的 挑战 ， 并 且 广泛 认同 的 看 法 是 ， 对 三 维 问题 ， 迭 代 法 的 重要 性 会 
愈 发 增长 . 

在 对 稀 朴 矩阵 使 用 直接 消去 法 时 ， 和 矩阵 中 被 填 入 多 少 非 零 元 素 取决 于 矩阵 各 行 的 排 
E, 对 排序 所 产生 的 影响 的 研究 已 很 成 熟 . 对 我 们 的 模型 问题 来 说 ， 自 然 顺 序 绝 非 最 佳 ， 
应 用 最 优 排序 策略 使 得 对 规模 极 大 的 问题 应 用 消去 法 成 为 可 能 ， 在 Duff, Erisman 和 Reid 
(1986) 的 书 中 对 用 直接 方法 求解 稀疏 方程 组 有 详细 的 描述 . 

迭代 法 最 大 限度 地 利用 了 和 矩阵 4 的 结构 .作为 当时 新 兴 的 核能 工业 的 部 分 成 果 ， 大 
代 法 在 20 世纪 50 年 代 经 历 了 快速 的 发 展 过 程 ， 为 中 子 运输 建 模 发 展 了 有 效 的 方法 . 在 
本 章 的 第 一 部 分 ,我 们 将 对 这 些 方法 及 其 理论 给 出 多 少 有 些 简 化 的 介绍 ; 接 下 来 , 在 7.6 
节 和 7.7 节 ， 我 们 将 介绍 高 效 得 多 的 现代 方法 ， 它 们 用 到 了 这 些 基 本 的 迭代 过 程 . 


7.1 显 式 基本 迭代 格式 


假设 我 们 将 熟知 的 二 维 网 格 上 的 五 点 格式 写 为 下 列 形式 
čpUp — [gpUg + čwUw + EnUn + EsUs] = bp, (7.2) 

其 中 Up, Up, ,Us Æ U 的 未 知 的 (内 点 ) 值 ，bp 代表 所 有 已 知 数据 ， 包 括 狄 利克 雷 边 
界 条 件 给 出 的 边界 值 ， 这 样 ， 臂 如 Uw 是 边界 上 的 已 知 值 ， 那 么 这 一 项 将 会 移 到 (7.2) 的 
右 端 ， 它 不 会 出 现在 左 端 ， 而 (7.2) 中 的 ax BAS. 正 是 因为 这 一 与 第 6 章 约定 成 俗 的 
差别 ， 我 们 在 此 采用 了 系数 sp 等 而 非 cp 等 ， 这 个 特点 对 应 于 有 限 元 方法 的 实际 实现 过 
程 ， 在 计算 如 (6.116) 中 矩阵 元 素 A; 时 ， 首 先 并 不 理会 将 要 用 到 的 边界 条 件 ， 之 后 再 将 
与 已 知 的 值 U; 相关 的 部 分 移 到 右 端 . 这 种 惯用 的 做 法 与 第 5 章 发 展 问题 的 做 法 也 更 加 接 
W. 

和 迭代 的 起 点 是 对 所 有 未 知 数 的 初始 估计 ， 我 们 用 UD, U8),.….,USY 来 表示 . 最 简单 
的 迭代 程序 是 雅 可 比 在 1844 年 首次 使 用 的 , 通常 称 为 雅 可 比 迭代 法 (Jacobi method) 或 F) 
时 替换 法 (method of simultaneous displacement), 它 给 出 的 逐次 迭代 值 hy 由 下 式 定 义 : 

ust) = (1/ép)lbp + SgUL) 十 EU 人 二 EU 人 +550 2 =0,1,2,.... (7.3) 
显然 ， 此 算法 与 未 知 数 的 排序 无 关 ， 并 且 非 常 适 用 于 现代 的 并 行 计算 机 . TH, MR 
有 的 系数 都 是 正 的 ， 而 sp 不 小 于 其 他 系数 之 和 ， 那么 ,如 6.3 节 ， 从 (7.3) PRE (7.2) 的 
(1/ép) 倍 ， 便 得 到 
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de AAE y PA A Tn) _ 77 
Wet? -Upls log — Ual). (7.4) 


RIERA EVA UE WATERY OE, PAE RAC OE FG BEN GBP A. 不 过 ， 它 
起 码 说 明 这 个 序列 不 会 无 限 发 散 ， 并 且 它 体现 了 系数 的 上 述 性 质 的 重要 性 . 

然而 ,在 一 个 串 行 计算 机 上 ， 未知 数 UGH 的 新 值 是 按照 特定 次 序 由 (7.3) 计算 的 ， 
而 且 使 用 最 新 得 到 的 Ug,Uw,...,Us 的 值 似 乎 是 有 好 处 的 : 在 任意 时 刻 ， 计 算 机 的 内 存 
中 只 需要 对 每 个 网 格 点 保存 一 个 值 ， 而 且 似 乎 可 以 期 待 这 将 提高 收敛 速度 . 如果 我 们 采 
用 前 面 提 到 的 自然 顺序 ， 那 么 (7.3) 将 替换 为 

UST) = (1/ép)[bp + EUS? + ewUGt” + eyUS) + %US*”)], n=0,1,2,.... (7.5) 
显然 ， 在 相同 的 条 件 下 ， 我 们 将 再 次 得 到 (7.4). 这 种 迭代 法 通称 为 逐次 替换 法 (method 
of successive displacements) 或 高斯- 赛 德尔 方法 (Gauss-Seider method). Gerling 在 1843 年 
宣称 Gauss 此 前 曾 使 用 过 该 方法 ， 而 在 1874 年 ， Seider 又 独立 的 发 表 了 这 个 方法 . 有 时 
也 以 曾经 于 1918 年 使 用 此 方法 的 Liebmann 来 命名 它 . 

“RT, 这 两 种 程序 早期 是 人 工 实 现 的 , 并 没有 电子 计算 机 的 帮助 . 在 逐次 迭代 中 ， 
(7.3) 或 者 (7.5) 的 规则 用 法 常 有 变化 以 提高 收敛 速率 : 通常 会 监控 方程 的 残 其 ， 可 能 会 
选择 残 基 最 大 的 来 确定 下 一 步 需要 更 新 的 Up. 20 世纪 40 年 代 ， 在 Southwell 的 领导 下 ， 
这 种 所 谓 的 松弛 方法 在 牛津 这 里 达到 了 极 高 的 发 展 水 平 . 一 个 成 果 就 是 高 斯 - 赛 德尔 程 
序 的 修正 ， 现 在 称 为 逐次 超 松 弛 (successive over-relaxation) 或 SOR 方法 (SOR method). 将 
Up 的 新 值 取 为 旧 值 和 由 (7.5) 给 出 的 值 的 加 权 平 均 ， 权 为 w 和 1 一 w, 我 们 便 得 到 

U8tD = (1-w)U$? + w/ép)bp + egUS + ewUy*” + EnU? + esUS"*” | 

= US + (w/ép)[bp + eUD + wut” + ewUM + esULt? — čpUS”] 
US? — w/ép)rp”, (7.6) 
EP rO 是 点 已 处 的 残 量 ;这 个 残 基 是 方程 左右 两 端的 差 ， 并 由 未 知 数 最 新 得 到 的 值 计 
算得 出 . 表示 同一 种 程序 的 另 一 种 做 法 是 ， 计 算 高 斯 - 赛 德尔 迭代 (7.5) 给 出 的 修正 ， 乘 
以 w 后 再 加 到 以 前 的 值 上 上 .起 松 弛 (over-relaxation) 的 说 法 隐 含 了 w > 1. 

在 最 后 一 个 公式 (7.6) 中 ,我们 可 以 立刻 看 出 它 与 求解 相应 的 抛物 型 方程 格式 之 间 的 
类 似 之 处 ， 如 果 用 雅 可 比方 法 ， 则 其 与 通常 的 显 式 格式 是 完全 相同 的 . 我 们 可 以 令 w 等 
于 4At/(Az)?, 并 可 以 期 待 w 取 到 稳定 性 所 允许 的 最 大 值 时 得 到 最 好 的 收敛 性 . 在 雅 可 比 
方法 下 就 是 w = 1: 但 是 我 们 可 以 预测 在 (7.6) 中 ， 它 将 会 因 更 多 的 隐 式 性 质 而 增 大 ,因此 
超 松弛 就 对 应 w > 1; w < 工时 称 为 低 松弛 (under-relaxation), 而 w = 1 对 应 高 斯 - HERBIE 
代 . 注意 ， 对 此 方法 ， 超 松弛 因子 w 是 取 为 常数 的 ， 不 仅 对 于 每 个 未 知 数 ， 而 且 对 于 每 
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一 步 达 代 都 使 用 相同 的 因子 值 . 


7.2 和 迭代 法 的 矩阵 形式 及 其 收敛 性 


按照 (7.1) 的 记 法 ， 我 们 把 方程 组 的 矩阵 写成 如 下 形式 : 
A=D-L—U (7.7) 
其 中 DD 是 对 角 阵 ， 对 角 元 素 都 是 严格 正 数 (对 应 于 系数 Ce), LRP RP HA, MU 是 
严格 上 三 角 阵 . 抢 阵 工 和 了 的 前 面 写 上 负 号 ， 是 因为 在 第 6 章 的 问题 中 ， 对 角 线 以 外 的 
矩阵 元 素 都 是 非 正 的 . 未 知 数 的 排序 完全 决定 了 差分 方程 的 哪些 系数 出 现在 工 中 ， 哪 些 
出 现在 U 中 . 这 样 我 们 可 以 把 此 前 介绍 的 三 种 格式 写 为 : 


雅 可 比 : 
x) = Db + (L+U)x™); (7.8) 
高 斯 — 赛 德尔 : 
Dx("+1) 一 bb 十 Lx") 十 Ux | (7.9a) 
即 
xtn+l) = (万 一 万 )-1[b + Ux™), (7.9b) 
或 
x) = (I — DIL) [Db + D71Ux™); (7.9c) 
SOR: 
Dx") = (1 —w)Dx™ +wfb + Lx) + Ux], (7.10a) 
Bp 
x) = (D — wl) wb + wx + (1 — w) Dx], (7.10b) 
或 
x") = (T-wD-1D)-iwD-ib+{woD-IU+(L — w) I} x]. (7.10c) 


这 些 形式 对 下 面 的 分 析 是 有 用 的 ,但 是 前 面 的 显示 格式 更 清楚 地 体现 了 每 个 算法 究 
竟 是 如 何 实 现 的 . 


以 上 的 每 种 迭代 方法 都 可 以 写 为 
x+) ~ Gx”) +e, (7.11) 
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其 中 G RABE ik KR (iteration matrix). KAM G 可 由 (7.8), (7.9) 或 者 (7.10) 
毫 无 困难 地 得 到 ， 方 程 组 的 解 x 满足 


(I-~G)x =c. (7.12) 
这 样 ， 如 果 et") := x 一 x 是 n 次 迭代 之 后 的 误差 ， 则 
eft) ~ Ge = Ge- =... = GPH eW, (7.13) 


引 理 7.1. 迭代 (7.11)-(7.13) 对 任意 的 起 始 向 量 X 随 n 一 00 MK, SARS 
p(G) <1, (7.14) 
其 中 p(G) 是 G 的 谱 半 径 (spectral radius), BP p(G) = max |A;(G)|. 其 渐 近 收敛 速率 (asymp- 


totic rate of convergence) 为 — mp. 


证 明 . 对 于 所 有 初始 向 量 都 成 立 的 收敛 性 ， 其 充 要 条 件 是 随 m oo, ||G"|| 一 0. 首先 假设 
矩阵 G 的 所 有 特征 向 量 张 成 其 所 在 的 欧 氏 空间 ， 那 么 存在 非 奇异 矩阵 S, 使 得 


G = SAS" (7.15) 
Fi AEAEE, MEA TORRE G 的 特征 值 {和 i}. 则 
G” = SA"S~). (7.16) 


矩阵 An bE POT, HRACH A, 它们 趋 于 零 ， 当 上 且 仅 当 每 个 |Xi| <1. 
mE G 没有 上 述 性 质 ， 它 也 一 定 可 以 写 为 类 似 (7.15) 的 形式 ,只 是 A 由 G 的 若 当 形 
(Jordan form) J 取代 . 论证 本 质 是 类 似 的 . a 
收敛 速率 定义 为 R=-Inp, 显示 了 为 达到 要 求 的 精度 需要 的 迭代 次 数 ， 璧 如， 为 使 
误差 缩减 10? 倍 ， 需 要 的 迭代 步 数 约 为 (p/R)ln 10. 严格 说 来 ， 尽 称 为 渐 近 收敛 速率 ， 因 
为 它 仅 对 充分 大 的 精确 显示 所 需 的 迭代 步 数 ， 在 迭代 的 初期 误差 的 缩减 会 比 其 显示 
的 快 些 或 慢 些 . 这 可 由 (7.13) 和 (7.15) 得 出 ， 因 为 


le < War He] < NSH SMAI Ne, (7.17a) 
即 
(Ile /le II)" < MSIS"; (7.17b) 
而 对 属于 最 大 特征 值 的 特征 向 量 来 说 ， 误 差 的 缩减 就 恰 为 p. 


将 矩阵 对 角 占 优 的 概念 和 第 6 章 中 用 于 分 析 差 分 格式 的 最 大 值 原理 形式 化 地 联系 起 
来 是 有 用 的 .一 个 矩阵 称 为 是 对 角 占 优 的 (diagonally dominant), 如 果 其 每 一 行 ， 在 绝对 
值 意义 下 ， 对 角 元 素 都 不 小 于 非 对 角 元 素 的 和 ; BI 


lul> >》 lAml, VI. (7.18) 
mÆl 
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这 是 差分 格式 的 条 件 (6.44) 所 隐 含 的 . 如 果 对 (7.18) 中 的 所 有 i, 严格 不 等 式 都 成 立 ， 则 
称 该 矩阵 是 严格 对 角 占 优 的 (strictly diagonally dominant). 于 是 很 容易 证 明 雅 可 比 闪 代 法 
对 严格 对 角 占 优 的 矩阵 收敛 . 不 过 ， 这 个 结论 没什么 太 大 的 帮助 ， 因 为 我 们 的 矩阵 几乎 
都 不 满足 这 一 条 件 . 

一 个 矩阵 称 为 是 不 可 约 对 角 占 优 的 (irreducibly diagonally dominant), 如 果 (7.18) 成 
Z, 且 其 中 对 至 少 一 个 (at least one) ! 严格 不 等 式 成 立 ， 同 时 它 是 不 可 约 的 (irreducible). 不 
可 约 性 的 概念 与 第 6 章 中 节点 集合 的 连通 性 质 是 紧密 关联 的 . 如 果 元 素 Am EF, WPR 
矩阵 的 第 1 行 和 第 m 行 是 连通 的 (connected). 那么 ， 一 个 矩阵 是 不 可 约 的 (irreducible), 如 
果 对 任意 的 两 行 hi Al lk, 总 存在 一 个 序列 有 1, 12,.…., 尺 ,使 得 序列 中 的 每 一 行 总 与 其 下 一 行 
连通 . RB, 建立 在 连通 点 集 上 的 差分 格式 生成 的 是 一 个 不 可 约 矩 阵 ; 此 外 ， 必 须 在 
至 少 一 行 成 立 严 格 不 等 式 的 条 件 与 早 些 时 候 提 出 的 必须 在 至 少 一 部 分 边界 上 给 出 狄 利克 
雷 边 界 条 件 的 条 件 相 对 应 . 因此 ， 这 些 条 件 都 包含 在 第 6 章 中 提出 的 使 最 大 值 原理 成 立 
的 那些 条 件 中 . 


定理 7.1. RT ARAM HRT AA ASKER KE. 


证 明 . 假设 我 们 以 u 表示 雅 可 比 近 代 逢 阵 的 任意 特征 值 ，v 是 相应 的 特征 向 基 ;， 那么 我 
们 必须 证 明 |u| < 1 这 里 严格 不 等 式 是 必须 的 . 我们 有 

D-1(L +U)v = pv, (7.19a) 
或 

(uD —L—U)v =0. (7.19b) 
我 们 构建 最 大 值 原理 ， 方 法 与 用 于 引 理 6.1 的 证 明 的 类 似 . 假设 |u| = 1 H vi E E m 
v 的 按 模 最 大 的 分 基 . 那么 我 们 得 到 


JARkV = — 》 AkmUm: (7.20) 
mek 
由 此 推出 
|Akm| [Vm] 
< pel. (7.21) 
Ml < 2 Tanl Fou 


这 样 如 果 ju = 1, 我 们 就 一 定 会 得 到 在 对 角 占 优 关系 (7.18) 中 ，【 = 大 时 等 式 成 立 ， 同 时 

对 所 有 与 上 连通 的 行 m, 有 |vm| = lvl. 用 每 一 个 m KRE k 重复 以 上 论证 ， 递 推 地 重复 

这 个 过 程 , 由 不 可 约 假设 ,我们 可 以 取 遍 所 有 的 行 . 但 是 严格 不 等 式 须 对 (7.18) 中 的 至 少 

一 个 ! 值 成 立 . 所 以 |u| = 工 的 假设 导致 了 了 矛盾， = 
我 们 还 可 以 给 出 SOR 方法 中 的 松弛 因子 w 的 界 . 
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定理 7.2. 如 果 0<w<2 不 成 立 ， 则 SOR 方法 不 收敛 ， 


证 明 . SOR 迭代 矩阵 的 特征 值 满足 


det{(D ~ wL)~'(wU + (1 —w)D) — AI] = 0, (7.22a) 
或 等 价 地 
det[A(D -wD) — wU - (1 — w)D] = 0, (7.22b) 
或 
det[(A + w — 1)I — WwD-"L —wD7'U)] = 0. (7.22c) 


若 展开 这 个 行列 式 , 我 们 将 得 到 一 个 关于 入 的 多 项 式 , 其 主 项 和 常数 项 仅 来 自 对 角 元 素 . 
多 项 式 具有 如 下 形式 ， 
AN +-+ (w- 1)" =0, (7.23) 


其 中 N 是 矩阵 的 阶 . 因此 特征 值 的 乘积 为 (1 一 w)*, 这 样 如 果 |1 一 w| > 1, 那么 至 少 一 个 
特征 值 会 满足 |A| > 1, 因而 迭代 不 收敛 . 注意 这 个 结果 对 矩阵 没有 做 任何 假设 , 它 可 以 是 
很 一 般 的 结论 . 更 

这 里 值得 强调 的 是 ， 本 章 我 们 所 用 的 收敛 概念 与 第 2 至 5 章 , 还 有 第 6 章 所 用 到 的 
意义 截然 不 同 . 在 所 有 那些 章 中 ， 我 们 关注 的 是 当 网 格 加 密 时 ，U 趋向 于 4 的 收敛 性 : 
在 收敛 过 程 的 每 一 阶段 我们 有 一 个 有 限 维 近似 , 但 是 ， 随 着 网 格 加 密 ， 维 数 无 限制 增 
长 .而 这 里 我 们 有 一 个 男 定 网 格 ， 和 一 个 严格 有 限 维 的 用 和 迭代 法 求解 的 代数 问题 只 有 
当 这 个 问题 收敛 时 ， 我 们 才 真 正 地 得 到 了 EIT EE OU. 加 密 网 格 以 使 U 收 
敛 于 ,引进 了 也 可 以 用 迭代 法 求解 的 更 复杂 的 代数 问题 . 这 样 我 们 所 要 讨论 的 收敛 过 程 
本 身 是 置 于 一 个 更 大 的 收敛 过 程 的 框架 下 的 . 明 因 这 些 区 别 是 很 重要 的 ， 因 为 ， 正 如 已 
经 说 过 的 ， 有 些 和 迭代 方法 与 用 于 求解 抛物 型 方程 的 发 展 格式 是 类 似 的 . 这 反映 在 U(™ 等 
符号 上 : 这 里 我 们 令 n 一 oo 时 ，Az 是 固定 的 ; 而 在 前 几 章 中 ， 我 们 有 At, Ar 一 0, 而 
n> oo 只 是 由 此 产生 的 结果 . 


7.3 收敛 性 的 傅 里 叶 分 析 


对 特别 的 模型 问题 ， 我 们 可 以 利用 傅 里 叶 分 析 来 更 精确 地 查验 各 种 迭代 法 的 收敛 速 
率 . 假设 我 们 要 求解 逼近 单位 正方 形 上 赋 狂 利克 雷 边界 条 件 的 Vu 二 f=0 的 五 点 差分 格 
式 ， 对 一 个 尺寸 为 AcE JAz = 1) 的 正方 形 网 格 ， 我 们 有 N = (J 一 1)? 个 未 知 的 内 点 
(A. 误差 可 以 按 傅 里 叶 波 型 展开 ， 对 于 这 里 考虑 的 赋 狄 利克 雷 边 界 条 件 的 情形 ， 仅 用 到 
正弦 波 型 ;在 网 格 点 (zr,ys) 处 ， 我 们 有 
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el”) = -a a™ (kz, ky) sin krr sin ky ys, (7.24a) 
ka, ky 


其 中 

ken, ky = T, 2n,...,(J — 1). (7.24b) 
在 (7.3) F, Ro čp = 4, če = tw = tn = čs ==1, 应 用 雅 可 比方 法 ， 由 sin 4 十 sinB 的 三 角 公 
式 ， 显 然 有 


1 
elti) = >: a™ (kz, ky)3 (2cosk,Az + 2cosk,Az) sink, 2x, sin kyys. (7.25) 
Kes ky 


因此 sin kzzr sin kyys de FE A Wik RM GJ := DHL +U) 的 一 个 特征 向 量 ， 其 从 属 的 
特征 值 是 
ba (Kz, ky) = (cos k, Az + cos kyAz). (7.26) 


取 遍 (7.24b) 所 列 出 值 就 给 出 了 全 部 特征 向 量 ， 因 此 j) 的 最 大 值 出 现在 ks = ky =r R 
(J 一 1)7 的 极端 情况 . 在 这 种 情况 下 uy = 士 cosrArz, 于 是 


E E EEE Cone, E 5(nAc)? Suse: (7.27) 


这 显然 意味 着 当 Ar 值 很 小 时 , 收敛 会 非常 慢 , 并 且 那 些 频 率 最 低 的 波 型 , 即 每 个 方向 
上 的 sin jrAz 收敛 得 最 慢 ; 这 种 情况 也 出 现在 具有 形式 sinj(J 一 1)nAz = (—1)"'sinjnAr 
的 频率 最 高 的 波 型 不过， 在 后 一 种 情况 ， 我 们 有 nz ~ -1 因此 这 样 的 误差 波 型 很 容易 
通过 对 相继 的 两 步 迭 代 取 平均 来 减弱 . 


收敛 速率 是 


-ln |ø] — In(cos rAz) 


~ 一 jn(l 一 2(rAz)2) 


~ (rAz). (7.28) 


例如 ， 取 网 格 尺 寸 为 Az = 0.02, ERX 0.00197, 这 样 为 使 误差 缩减 10 倍 需 要 1166 AEE 
AR. 如 果 估 计 初 始 误差 的 阶 为 1, 而 我 们 希望 找到 有 六 位 10 进 制 小 数 精度 的 解 ,那么 需要 
约 7000 HEAR. 因此 对 其 他 可 能 收敛 的 更 快 些 的 方法 的 研究 就 显得 重要 了 . 

可 是 ， 对 于 SOR 迭代 法 (7.6), 情况 就 复杂 得 多 了 ， 这 是 因为 sin kszr sin kyys 不 再 是 
近代 和 矩阵 的 特征 向 量 . 正如 稳定 性 分 析 的 做 法 ， 处 理 复 形式 要 更 方便 些 . 所 以 我 们 假设 


要 求 具有 形式 
ers = [glé Me te (7.29) 
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Wirt, He =k, Az, n= kyAy. 将 其 代入 (7.6) 可 以 看 出 ， 当 
_ 1-wt jw(e's 二 en) 
NG) =e cia) lute =e hes) (7.30) 
时 ， 这 种 形式 的 误差 为 一 个 特征 向 基 ., AREA gE, n) 4 gE n), 这 也 再 次 说 明 为 什 
么 sinérsinns 不 是 迭代 矩阵 的 特征 癌 量 . 

不 过 ,利用 Garabedian 首先 提出 ， 并 为 Leveque 和 Trefethen? 后 继 发 展 起 来 的 斜 置 时 

间 - 空 间 网 格 的 方法 会 改善 此 局 面 . 我 们 引入 新 的 指标 和 特征 向 基 的 形式 
y=2n+r+s, (7.31a) 


ev, = [gE i rtm. (7.31b) 


在 新 的 指标 下 ， 相 应 于 (7.6) 的 误差 方程 涉及 到 三 层 ， 具 有 如 下 形式 


ers) = (1—w)er, + zweit, + ett A rl (7.32) 
将 (7.31b) 代入 得 到 一 个 关于 glé, n) 的 二 次 方程 
g =(1-w) + > wleosé + cos ng, (7.33) 
KS ARE € Al n HR BR. 因此 和 迭代 矩阵 的 特征 向 量 就 有 如 下 的 形式 
[9(€,n)]"** sin ér sin ns, (7.34) 
且 其 最 大 的 特征 值 是 
max |Asor| = mot max{|9+(€,7)|?, lg- (€, DP}, (7.35) 


其 中 g+ 和 9- Æ (7.33) 的 根 . 
现在 就 清楚 了 ， 这 个 结果 实际 上 可 以 通过 直接 查验 具有 形式 


A"[g(é,7))"+s sin Er sin ns (7.36) 
的 误差 的 性 态 得 到 . 将 其 代入 (7.6), 即 知 我 们 要 求 
Asinérsinns = 1 一 w 十 zu sin €(r + 1) sinns + (A/g) sin€(r — 1) sinns 
+gsin êr sinn(s + 1) + (A/g) sin€r sin n(s — 1)}. (7.37) 


因此 只 要 g = A/g, 我 们 即 得 到 正确 的 三 角 和 ， 而 且 在 这 种 情况 下 ， 我 们 便 得 到 了 一 个 特 
征 向 基 ， 其 相应 的 特征 值 是 


A=1-w+ 51(cos + cosn) 和 1/2. (7.38) 
! 原文 为 o(+€, +n) # gl£, n) 


2 LeVeque, R.J. and Trefethen, L.N.(1988), Fourier analysis of the SOR iteration, IMA J. Numer. Anal. 8(3), 
273-9. 
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这 与 (7.33) WE. 

ww=1 的 高 斯 - 赛 德尔 迭代 是 一 种 特殊 情况 ; 由 于 那 时 (7.33) 的 一 个 根 是 9 = 0, 于 是 
0 是 一 个 多 重 特征 值 ,从 而 矩阵 的 特征 向 基 不 能 张 成 其 所 在 的 欧 氏 空间 . 不 过 我 们 可 以 在 
(7.38) 式 中 令 w 一 1 取 极 限 ， 并 由 此 推出 高 斯 - 赛 德尔 迭代 矩阵 的 特征 值 是 A HE YH 
代 和 矩阵 的 特征 值 的 平方 . 这 说 明了 高 斯 - 赛 德尔 方法 收敛 速度 恰 是 雅 可 比方 法 的 两 倍 . 

更 一 般 地 , 4 w Al, 由 (7.33) 容易 证 实 ，0 <w <2 对 lg+| <1 是 必要 的 . 进一步 说 ， 
鉴于 |g+| 关于 u= 3(cos& + cosn) 的 依赖 性 ， 容 易 验证 其 最 大 值 取 在 Ho = cosrAzi; 再 考 
察 最 大 值 关 于 w 的 变化 规律 ， 我 们 可 以 找到 最 优 的 SOR AT. 

SOR 和 矩阵 的 特征 值 满足 (7.38). 对 固定 的 w 的 值 , 最 大 的 特征 值 对 应 于 3 (cos €+cos n) = 
Ho = cos 7Azx. 于 是 方程 (7.38) 可 以 写成 

A? 十 2Xw 一 1 一 sew) + (w—1)?=0. (7.39) 

BR, 4 uw? < 4(w 一 1) 时 ， 这 只 可 能 对 w > LRL, CMBR RET o-1 HAH 
对 ;而 在 相反 的 情况 下 , 由 (7.39) 我 们 看 出 这 时 根 的 和 是 正 数 , 因此 它们 两 个 都 是 正 的 . 
我 们 现在 容易 得 到 


1 1 1 
Ason = l-w+ show + pwli -w+ grow)? 若 w < 工 十 gow” (7.40a) 
1 
Asor = 由 一 1 Fw > 1 十 grow”. (7.40b) 


对 一 个 典型 的 wo 值 ， 其 性 态 如 图 7-1 所 示 . 由 于 (7.40a) 的 表达 式 关于 w 递减 ， 而 


7-1 对 po = 0.99, 谱 半径 p(Gw) 关于 w 的 函数 
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(7.40b) 则 递增 ， 所 以 最 优 值 出 现在 w = 1+ buw, B 


2 
w = (1-1/1 — pA). (7.41) 

Ho 

代入 vo 的 值 ， 我 们 得 到 
2 
te: >. 7a TR 
1 —sin7Az 

P(Gw)opt m 14+ smxAz ~1—27Az. (7.42) 


这 样 ， 由 — In p(Gun) 给 出 的 渐 近 收敛 速度 近似 为 rAr. 当 Ar = 0.02 时 ， 它 是 0.1256, 所 
以 要 使 误差 缩小 10 倍 仅 需 18 步 迭 代 ; 与 此 相 比 雅 可 比 近 代 法 需要 1166 步 ( 见 7.3 节 ). 


7.4 应 用 于 一 个 例子 


应 用 最 佳 松弛 因子 给 收敛 速度 带 来 了 非常 明显 的 改善 ,在 模型 问题 中 ， 我 们 可 以 计 
算 雅 可 比 矩 阵 的 特征 值 ， 从 而 找 出 最 佳 因子 . 而 在 更 一 般 的 问题 中 ， 这 种 做 法 是 不 可 行 
的 ， 因 此 有 必要 选择 某 个 有 意义 的 w. 图 7-2 在 1<w<2 的 范围 内 画 出 了 模型 问题 作 


0.2 


0.15 


~Inp 0.1 


0.05 


1.0 2.0 


“opt 


7-2 SOR ERM AGERE w AY wh 
为 w 的 函数 的 收敛 速度 . 通过 这 个 相当 典型 的 例子 清楚 地 看 出 ， 最 优 值 处 的 变化 十 分 陡 
峭 ， 任 何 偏差 都 会 很 不 幸 地 导致 收敛 速度 的 迅速 下 降 . 不 过 ， 它 确实 也 反映 出 高 估 因 子 
总 要 强 于 将 因子 低估 . 4 w > wope, 特征 值 是 复数 ， 其 模 是 w 一 1; 图 7-2 中 曲线 的 斜率 接 
近 于 -1. 但 是 在 临界 值 的 左边 ， 斜 率 趋 于 无 穷 ，w 很 小 的 偏差 都 会 带 来 很 大 的 影响 . 
作为 一 个 关于 SOR 迭代 的 性 态 的 例子 , 我 们 应 用 此 方法 求解 在 第 6 章 末 尾 所 讨论 的 
问题 所 产生 的 线性 方程 组 . 此 处 ， 我 们 采用 了 标准 的 五 点 差分 格式 近似 一 致 正方 形 网 格 
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上 的 拉 普 拉 斯 方程 . 严格 地 讲 ，7.3 节 的 傅 里 叶 分 析 在 此 并 不 适用 , 因为 (7.24a) 的 特征 向 
基 在 曲线 边界 上 不 满足 正确 的 边界 条 件 . 我 们 或 可 期 望 边界 的 影响 会 相当 小 ， 从 而 (7.42) 
给 出 的 因子 选择 虽然 不 是 真正 最 优 的， 但 是 仍 会 给 出 好 的 收 傅 性 . 


计算 中 采用 区 间 Ar = 0.025, 圆 形 边界 的 半径 为 0.4. 迭代 起 始 于 内 点 处 的 值 均 为 0 的 
初始 向 基 . 图 7-3 画 出 了 对 不 同 的 松弛 因子 ,和 迭代 过 程 中 的 误差 性 态 . 为 确定 每 个 阶段 的 
误差 ,我 们 首先 进行 了 很 多 次 数 的 迭代 ， 以 使 序列 收敛 到 代数 方程 组 的 真 解 {U7,s}. 在 每 
Sea, RABE 衡量 ， 这 里 


1/2 
1 ; 
E™ = E 》(Ut - Una . (7.43) 


25 50 75 100 


—6 
In |E] 


图 7-3 SOR 迭代 的 收敛 性 


图 像 将 Bo) 表示 为 n 的 函数 ， 并 且 很 清楚 地 体现 了 收敛 性 较 之 w= 1 的 高 斯 - 赛 德 
尔 迭 代 的 巨大 改进 ， Ax = 0.025 时 ,通过 (7.42) 预测 所 选取 的 最 佳 因子 是 1.8545, 这 带 来 
了 好 的 收敛 性 ， 不过， 我 们 发 现 ， 一 个 稍微 不 同 的 值 w = 1.88 就 带 来 了 显著 的 改进 . 

我 们 采用 迭代 和 矩阵 的 谱 半 径 来 衡量 收敛 速度 , 并 不 总 能 对 实际 情况 做 出 准确 地 描述 . 
如 果 我 们 将 误差 按 矩 阵 的 特征 向 基 展 开 ， 如 (7.24a) 所 做 ， 每 迭代 一 步 ， 各 项 的 贡献 都 应 
该 乘 以 相应 的 特征 值 ， 如 果 最 大 的 特征 值 显著 地 大 于 其 他 的 特征 值 ， 那 么 它 的 作用 将 最 
终 会 决定 误差 的 性 态 . 但 是 在 实际 问题 中 ， 更 可 能 出 现 的 是 若干 特征 值 具有 几乎 相同 的 
模 ， 并 且 它 们 都 会 对 误差 有 显著 影响 ， 当 选择 w 接近 最 优 值 时 ， 这 些 特征 值 很 可 能 都 是 
复数 ， 这 导致 了 图 7-3 中 所 示 的 不 规则 的 性 态 . 对 于 小 一 些 的 w 值 ， 大 部 分 特征 值 是 实 
数 ， 因 而 误差 性 态 表现 得 更 为 光滑 . 
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7.5 推广 及 相关 的 迭代 法 


前 几 章 的 处 理 方法 经 常 可 以 通过 将 矩阵 4 分 块 而 改进 收 仿 性， 代价 是 增加 一 些 额 外 
的 运算 基 .， 假设 4 按 如 下 形式 分 块 
Dı -Un -Us … 
—L21 D2 -Uz 


A= a (7.44) 
—L3, —L32 Ds .. 


其 中 矩阵 Dk 是 方 阵 ， 但 大 小 不 必 相 同 . 则 分 块 SOR 方法 的 定义 与 (7.10a) 类 似 ， 只 是 此 
时 的 D, L ALU 为 矩阵 


Di 0 0 
i. p 0 ms 
D= ‘ (7.45) 
0 O Ds --- 
0 0 0 
L 0 i se 
L=| 全 (7.46) 
731 L3 0 ::: 
0 U2 Uis 
Oi. ae Woe: os 
y= 23 | (7.47) 
0 0 0 


与 前 面 讨论 的 点 迭代 法 的 实际 差别 在 于 , 现在 由 (7.10a) 计算 x"+ 需要 求解 一 组 相互 分 离 
的 线性 方程 组 , 系数 矩阵 为 D1, Do, D3,…. 在 我 们 的 模型 问题 中 , 矩阵 A 的 阶 是 (J 一 1)”; 
按 自然 顺序 给 未 知 数 编号 ,我们 可 以 将 4 分 成 若干 块 ， 每 一 个 Dk 都 是 (J 一 1) x (J 一 1) 
矩阵 . 所 有 的 矩阵 Lim 和 Uim TE |l- m| = 1 时 是 对 角 阵 ， 和 否则 是 零 矩阵 ， 对 角 线 上 的 分 
块 矩阵 D 是 三 对 角 的 ， 所 以 计算 x"+1 需要 求解 I -1 个 线性 方程 组 ， 每 个 都 是 了 一 1 阶 
三 对 角 的 ; 这 些 方程 组 每 个 都 可 以 用 Thomas 算法 高 效 解 出 . 

我 们 还 可 以 按照 列 的 次 序 给 未 知 数 编号 ， 每 列 从 底 到 顶 排 序 . 将 新 的 矩阵 分 成 同样 
大 小 的 块 给 出 了 新 的 块 迭 代 法 ， 这 种 方法 是 按照 网 格 的 竖 直 的 块 而 非 水 平 的 块 处 理 未 知 
数 . 如 果 我 们 采用 一 次 水 平 线 迭 代 紧 跟 一 次 竖 直 线 迭 代 所 合成 的 迭代 法 ， 则 其 一 步 欠 代 
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的 结果 与 3.2 节 中 用 于 热传导 方程 u = V2u 的 Peaceman-Rachford ADI 方法 的 一 个 时 间 
步 类 似 . 如 果 我 们 在 (7.10a) 中 取 w = 1, 在 (3.15) P ve = vy = 1, FFE (7.100) 中 用 Lx) 
取代 Lx +) | 则 两 者 就 完全 一 致 了 . 最 后 这 种 修正 将 基于 高 斯 - 赛 德尔 迭代 的 方法 改 为 
了 基于 雅 可 比 达 代 的 方法 ， 

这 种 交替 线 和 迭代 方法 与 求解 依赖 时 间 的 热传导 方程 ， 并 寻求 其 长 时 间 后 的 定常 解 的 
ADI 方法 紧密 相关 . 但 是 迭代 方法 更 为 一 般 ， 因 为 我 们 并 不 需要 迭代 过 程 中 各 阶段 与 热 
传导 方程 各 特定 时 间 的 解 精确 吻合 ， 而 只 需要 极限 解 相 吻合 . 

不 过 , 在 许多 实际 应 用 领域 , 我 们 到 现在 为 止 所 讨论 的 这 些 方 法 大 半 已 被 更 有 效 且 通 
常 更 精巧 的 方法 所 取代 . 在 本 章 的 最 后 ， 我 们 简要 地 介绍 多 重 网 格 法 (multigrid method) 
fil + 48% A tk (conjugate gradient method); 这 两 种 方法 和 它们 的 各 种 变形 是 现在 实际 计算 
中 最 常用 到 的 方法 . 
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这 个 最 早 由 Brandt! 提出 的 方法 ， 在 过 去 20 年 已 经 发 展 成 为 一 个 求解 由 偏 微分 方程 
导出 的 代数 方程 组 的 非常 高 效 的 方法 .在 大 多 数 情况 下 ， 这 种 高 效 源 自 其 对 原 微分 方程 
的 利用 . 介绍 其 基本 思想 的 最 好 方法 是 道 过 一 个 例子 来 说 明 . 我 们 用 到 的 是 一 个 涉及 目 
伴 方程 的 例子 : 


(a(a,y)ur), + (a(z,y)uy), + fry) = 0, (xy) ER, (7.48a) 
u = 0, (x,y) € OQ, (7.48b) 
其 中 9 是 单位 正方 形 
Q := (0,1):x (0,1), (7.49) 
而 60 是 此 正方 形 的 边界 . 函数 a 为 
a(x,y) = 2+ 2y? +1, (7.50) 
并 且 选 择 f 以 使 差分 方程 的 解 给 出 
u(z,y) = zy(l — 2)(1 — y) (7.51) 
在 网 格 点 上 的 通 近 . 


采用 中 心 差分 格式 (6.5), 先 取 Ar = 1/10, 然后 取 Ar = 1/20. 我 们 首先 用 高 斯 - 赛 德 
尔 迭 代 求 解 由 此 得 到 的 两 个 方程 组 . 为 了 凸显 多 重 网 格 方法 思想 的 基础 ， 我 们 从 一 个 由 
其 各 元 素 是 在 (0, 1) 上 均匀 分 布 的 随机 数组 成 的 初始 向 最 开 始 和 迭代 ,尽管 在 实际 应 用 中 这 


1 Brandt, A.(1977) Multi-level adaptive solutions to boundary value problems. Math. Comput. 31, 333-90. 
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并 不 是 一 个 有 用 的 初始 向 车 迭代 结果 如 图 7-4 所 示 . 图 像 显示 的 是 In(R), KR, 是 
n 步 近代 后 残 量 向 其 的 2- 范 数 ; 实 线 相应 于 Ar = 1/10, 点 线 对 应 Ax = 1/20. 


In R” 


TRACK 
图 7-4 模型 问题 的 高 斯 - SERIAL: 下 方 曲线 ，Az = 1/10; 上 方 曲线 ， 
Az = 1/20 
此 图 显示 了 两 个 重要 特征 : (i) 最 初 的 少数 几 步 迭代 使 残 量 迅速 减 小 ， 但 之 后 的 收 
敛 速 度 则 变 得 慢 得 多 ， (ii) Ar = 1/20 的 最 终 收敛 速度 要 比 Ar = 1/10 时 慢 了 许多 . 第 二 
个 观察 正如 (7.38) 所 预 估 . 稍 后 我 们 将 在 7.8 节 中 再 回顾 这 个 问题 . 


图 7-5 画 出 了 初始 残 量 ， 和 经 过 5 次 ，20 次 以 及 50 次 迭代 后 的 残 量 分 布 的 曲面 图 . 
这 些 图 的 矿 度 不 尽 相 同 ， 它 们 是 通过 重 整 后 使 其 显 出 的 最 大 误差 的 矿 寸 看 上 去 差不多 相 
同 . 图 示 的 重要 性 在 于 其 形状 而 不 是 尺寸 ， 在 非常 参差 不 齐 的 最 初 的 误差 分 布 图 之 后 ， 
它们 迅速 变 得 光滑 起 来 ， 甚 至 五 次 迭代 之 后 ， 随 机 的 尖峰 就 大 部 分 消失 了 . 


4 A 

AI ATR 
RE ei 
人 wy NN 
\ ih al 


JACI Fes ATR A 选 代 50 步 后 的 残 量 


图 7-5 残 量 的 曲面 图 
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现在 我 们 可 以 应 用 这 些 观察 提出 多 重 网 格 法 的 一 个 简单 形式 . 我们 希望 求解 方程 组 


Ax = b. (7.52) 
从 初 估计 x 开始 ， 我 们 构造 了 一 个 序列 x, k= 1,2,..., 相应 的 残 量 (rcsidual) 为 
r“) =b- Ax”. (7.53) 
相应 的 误差 (error) e) 则 为 向 量 etk) = x- x, HE 
Ae% = rt ne 


FARRE rO 在 某 种 可 以 精确 定义 的 意义 下 是 光滑 的 ， BAR rO 的 各 分 基 
可 以 看 作 光滑 函数 r" (x,y) 在 网 格 点 (zr,ys) 处 的 值 ， 重要 的 是 按 比例 正确 地 确定 矩阵 A 
的 各 行 ， 从 而 代数 方程 组 表示 了 微分 方程 的 一 个 差分 近似 ; 4 的 元 素 将 包含 一 个 因子 
1/(Az)?. 那么 代数 方程 (7.54) 可 以 看 作 是 微分 方程 
Cre + eyy =T (7.55) 
的 一 个 有 限 差分 近似 . 假设 函数 e 和 7 是 光滑 的 ， 这 样 我 们 就 可 以 在 一 个 稍 粗 的 网 格 上 
找到 该 微分 方程 的 一 个 近似 解 . 通常 ， 尽 管 不 总 是 这 样 ， 可 以 通过 间隔 略 去 zx 和 % 方向 
的 网 格 线 而 得 到 粗 网 格 , 这 样 得 到 的 网 格 的 尺寸 是 Ar 和 Ay 的 两 倍 . 重要 的 是 这 个 新 的 
有 限 差分 问题 所 包含 的 未 知 数 的 个 数 是 原 离散 问题 的 四 分 之 一 . 正如 上 面 的 分 析 已 经 证 
明 的 ， 这 时 迭代 法 的 收敛 通常 会 更 快 ， HARPER RE Lee. 


我 们 已 经 勾勒 了 两 重 网 格 法 的 要 点 ， 它 由 四 部 分 组 成 . 
磨 光 (smoothing) FACE — FHI REITER ELAS E Ge 
限制 (restriction) 计算 残 基 并 将 它们 传递 到 粗 网 格 上 ; 可 以 通过 选用 偶数 标号 的 网 格 点 处 
的 值 ， 或 者 通过 若干 相 邻 残 量 的 加 权 平 均 完 成 . 
粗 网 格 校正 (coarse mesh correction) 在 粗 网 格 上 求解 方程 组 , 将 限制 后 的 残 基 作为 其 右 端 
fa] 


延 拓 (prolongation) 粗 网 格 校正 得 到 的 解 是 定义 在 粗 网 格 上 的 ,通常 可 通过 在 zx A y A 
的 线性 中 点 插值 将 其 延 拓 到 细 网 格 上 . 结果 是 对 向 量 e 的 近似 ， 将 其 加 到 细 
网 格 的 解 x* 上 便 给 出 了 原 问题 的 解 更 好 的 近似 . 


后 磨 光 (post-smoothing) 在 这 一 阶段 通常 再 进行 若干 步 磨 光 达 代 ， 


两 重 网 格 法 的 核心 步 又 是 在 粗 网 格 上 求解 方程 组 .如 果 我 们 递归 地 进行 这 一 步 ， 即 
定义 粗 网 格 的 新 一 层 的 放 粗 ， 我 们 用 求解 细 网 格 上 方程 的 方法 来 求解 粗 网 格 方程 ， 那 么 
这 个 方法 即 成 为 多 重 网 格 方法 . 递归 继续 下 去 ， 每 层 网 格 的 尺寸 都 是 前 一 层 的 两 倍 ， 直 
到 网 格 上 未 知 基 的 个 数 小 到 求解 代数 方程 直接 法 的 效率 与 迭代 法 的 效率 一 样 高 为 止 ， 
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对 于 这 四 个 阶段 中 的 每 一 个 ,多重 网 格 法 都 有 非常 广泛 的 选择 ; 例如 ，7.1 节 中 介绍 
的 任何 一 种 欠 代 法 都 可 以 用 于 磨 光 ， 并 且 还 有 很 多 其 他 的 选择 . 一 个 非常 简单 的 例子 是 
考虑 对 正方 形 区 域 上 的 泊 松 方程 采用 加 权 雅 可 比方 法 . 
正如 SOR 推广 了 高 斯 - 赛 德 尔 迭 代 一 样 ， 加 权 雅 可 比方 法 推广 了 雅 可 比方 法 . EH 
(7.8) 替换 为 
Dx*) = (1 —w)Dx™ + w(b+ (L + U)x™). 


其 中 w 是 一 个 待定 因子 . 7.3 节 的 傅 里 叶 分 析 确 定 了 (7.26) 的 迭代 矩阵 的 特征 值 ， 但 是 
现在 有 
u = 1 — w(sin? krAr + sin” ky Ay). 


光滑 的 特征 值 可 以 通过 粗 网 格 校正 处 理 ， 而 磨 光 过 程 只 需要 考虑 ki > 3Jx E ky > 3J7 
或 两 者 兼 有 的 傅 里 时 波 型 . 此 时 最 优选 择 是 w = 4, 它 使 得 各 相关 健 里 叶 波 型 缩减 超过 3. 
证 明 留 作 练习 . 一 个 重要 的 结果 是 这 个 磨 光 因 子 与 网 格 斥 寸 无 关 . 

我 们 现在 将 多 重 网 格 法 应 用 到 Briggs, Henson 和 McCormick 用 过 的 一 个 特殊 的 模 
型 问题 的 求解 上 ; 这 是 一 个 单位 正方 形 上 的 泊 松 方程 ， 函数 f 的 选取 使 得 wz,y) = 
(x? 一 24)(y4 —y?), 它 在 正方 形 的 边界 上 为 零 , 我们 用 加 权 雅 可 比方 法 迷 代 2 VE A It 
子 ， 另 做 两 遍 用 来 作 后 磨 光 ; 用 全 加 权 做 限制 , 即 用 9 个 相 邻 细 网 格 点 上 残 基 的 加 权 平 均 
计算 粗 网 格 残 量 . 粗 网 格 校正 用 一 步 相同 的 多 重 网 格 法 ; 在 最 细 的 网 格 上 , 每 一 个 方向 都 
分 为 n= 2? 个 区 间 ， 最 粗 的 网 格 只 有 一 个 内 点 ， 所 以 在 这 个 网 格 上 的 求解 是 平凡 的 . 初 
始 近似 处 处 取 值 为 零 . 图 7-6 显示 了 数值 计算 的 结果 ; 它 给 出 了 每 步 迭 代 后 的 In(llr% 人 ， 
这 里 有 五 条 曲线 ， 分 别 对 应 Az = 2-?, p=4,5,6,7,8; 各 曲线 接近 平行 ， 说 明 多 重 网 格 法 
的 收敛 速度 与 网 格 尺寸 无 关 (与 图 7-4 比较 ). 事实 上 ， 除 了 在 最 初 两 步 迭 代 中 相对 较 小 的 
p 值 的 残 量 缩减 得 稍 快 些 之 外 ， 这 些 曲线 是 相同 的 . 

多 重 网 格 法 需要 从 给 定 的 细 网 格 出 发 构造 出 粗 网 格 . 在 我 们 的 例子 中 ， 这 样 做 是 直 
接 的 ,只 涉及 了 偶数 编号 的 网 格 线 . 如 果 我 们 在 非 矩形 区 域 上 构造 三 角形 网 格 ， 如 图 6-5, 
那么 更 方便 的 做 法 是 首先 定义 最 粗 的 网 格 ， 然 后 剖 分 每 个 三 角形 ,将 顶点 取 在 每 边 的 中 
点 上 ， 建 立 一 列 越 来 越 细 的 网 格 ， 


在 磨 光 阶 段 ， 我 们 可 以 在 很 广泛 的 欠 代 格式 中 选取 其 中 的 任何 一 个 ; 其 选择 与 问题 
的 性 质 有 关 . 例如 ， 如 果 求 解 对 流 占 优 问题 ， 如 (6.24), 其 中 5 和 < 远大 于 a, 并且 在 区 域 
的 不 同 部 分 可 能 取 不 同 的 值 、 不 同 的 符号 ， 那 么 简单 的 加 权 雅 可 比 磨 光 迭 代 就 不 是 最 高 
效 的 了 .多重 网 格 的 文献 中 报道 的 众多 研究 成 果 有 助 于 我 们 做 出 选择 . 


选 定 磨 光 格式 后 ， 有 必要 决定 应 该 使 用 磨 光 子 做 几 步 欠 代 ， 一 般 只 要 一 到 两 次 ， 有 
时 多 些 . 在 粗 网 格 校正 阶段 ， 对 粗 网 格 递归 应 用 多 重 网 格 法 时 ， 还 有 一 个 类 似 的 决定 需 
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要 做 出 ; 这 里 可 以 将 多 重 网 格 校 正 做 多 步 迭 代 . 只 做 一 步 迭 代 得 到 的 方法 称 作 V- R 
(V-cycle) 的 方法 ,做 两 步 迄 代 得 到 的 是 W- 福 环 (W-cycle). 两 步 以 上 的 迭代 则 很 少 用 到 . 


In R” 一 10 
一 15 
—20 


一 25 


7-6 不同 网 格 尺寸 下 多 重 网 格 的 收敛 性 ， 从 下 方 曲线 开始 :Az = 2 了 ， 
p = 4,5,6,7,8 


多 重 网 格 法 关键 的 重要 性 质 是 其 总 体 收敛 速度 与 网 格 尺 寸 无 关 . 而 如 图 7-4 所 示 ， 当 
网 格 尺寸 减 小 时 ， 经 典 迭 代 法 的 收敛 速度 则 会 变 慢 . 多 重 网 格 法 的 理论 分 析 引 入 了 工作 
量 单 元 (work unit) 的 概念 ， 它 指 的 是 在 最 细 的 网 格 上 做 一 遍 完 整 的 多 重 网 格 迭 代 所 用 的 
运算 量 . 工作 基 单 元 显然 正比 于 网 格 点 上 未 知 数 的 个 数 . 多 重 网 格 法 要 在 少 基 的 工作 基 
单元 内 ， 通 常 10 个 左右 ， 得 到 精确 的 解 ， 这 一 点 已 经 在 非常 广泛 的 问题 中 得 以 实现 . 

本 章 至 今 ， 我 们 只 讨论 了 线性 问题 ， 但 是 ， 大 部 分 实际 问题 当然 都 会 涉及 到 非 线 性 
微分 方程 ， 多 重 网 格 法 已 推广 至 这 些 问 题 ， 且 仍 具 有 相同 的 效用 .一 个 直接 的 方法 是 应 
用 牛顿 法 求解 整体 非 线性 代数 方程 组 . 牛顿 法 的 每 步 迭 代 所 包含 的 大 规模 线性 (linear) 方 
程 组 则 可 以 用 我 们 介绍 的 多 重 网 格 法 求解 ， 这 就 涉及 到 一 个 双 层 迭代 . 应 用 更 普遍 的 方 
法 是 所 谓 全 通 近 格式 (full approximation scheme), 本 章 末 所 列 的 参考 书 中 对 此 有 全 面 地 论 
述 ， 这 是 对 我 们 所 描述 的 多 重 网 格格 式 的 一 种 改进 ， 它 需要 用 某 种 非 线 性 从 代 作 为 磨 光 
F, 还 需要 在 最 粗 的 网 格 上 求解 一 个 小 规模 非 线 性 方程 组 .认真 选择 这 个 方法 的 不 同 组 
成 部 分 ,仍然 可 以 通过 少数 几 个 工作 其 单 元 求 得 精确 的 解 . 


7.7 JIBE 


上 一 节 讨 论 的 多 重 网 格 法 利用 了 生成 线性 方程 组 的 网 格 的 结构 . 现在 我 们 来 继续 考虑 
另 一 个 利用 了 方程 组 的 代数 结构 的 求解 大 型 线性 代数 方程 组 的 高 效 和 迭代 方法 ， Hestenes 
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和 Stiefel’ Ae HA A SEE BG EE EA F — AS A PRIE E 2 PY Td a A. 


我 们 从 求解 方程 组 Ax =b 入 手 , 这 里 矩阵 4 是 对 称 止 定 的 ; 在 实际 问题 中 ， 它 当然 
还 是 稀疏 的 ， 这 种 方法 基于 这 样 的 观察 ， 即 函数 


| 1 
p(x) = 5x Ax — bx (7.56) 


唯一 的 最 小 值 点 x* 是 方程 组 Ax = b 的 解 ol) 的 相应 的 值 是 O(x*).? SESE BE BEA BY 
造 一 列 向 量 x”), 使 得 (x) 构成 了 一 个 单调 递减 的 序列 ， 且 收敛 到 最 小 值 9(x*).* 
假设 我 们 对 解 有 一 个 估计 x, 并 且 有 办 法 选择 一 个 由 ph 定义 的 搜索 方向 (search 
direction), 则 序列 中 的 下 一 个 向 基 可 以 选择 为 
X(k+1) 一 x(k) + ap, | (7.57) 
其 中 标量 ax 的 选择 使 ox + arp) 4 作为 ak 的 函数 取得 最 小 值 . 通过 微分 容易 证 明 
所 需要 的 最 小 值 点 取 在 
ar = pOTE® /pOT Ap, (7.58) 
其 中 rt) 是 残 基 向 基 
r(k) = b — Ax), (7.59) 


选择 最 佳 的 搜索 方向 pt*) 显然 是 重要 的 . HHMBRAMERERE, CME T — A 
p(*) 使 得 当 我 们 由 (7.58) 确定 ar, 并 继而 由 (7.57) 确定 x") 时 ， 新 向 基 xO) 给 出 的 
9(x) 的 最 小 值 点 不 仅 是 搜索 方向 上 的 ， 而 且 是 由 搜索 方向 p©,---, pO 张 成 的 整个 子 空 
间 上 的 . 下 面 我 们 将 看 到 这 个 关键 性 质 来 自 于 各 方向 是 “ A- SE RE” (A-conjugate) 的 ， 即 
pT Ap’) =0,j <k. 

这 种 方法 的 基本 形式 是 收敛 的 ， 但 是 对 于 我 们 考虑 的 那 类 问题 来 说 ， 收 敛 速度 通常 
相当 令 人 失望 . 应 用 预 条 件 (preconditioning) 可 以 改变 这 种 局 面 . 这 种 思想 的 出 发 点 是 对 
任何 一 个 非 奇 异 矩 阵 P, Ax = b 的 解 与 PAx = Pb 的 解 相同 ， 适当 地 选择 P 可 能 会 使 新 
的 方程 组 容易 求解 得 多 . 矩阵 PA 通常 不 是 对 称 的 ， 所 以 我 们 将 这 个 想法 再 推进 一 步 ， 
选择 非 奇异 矩阵 C, 它 还 具有 我 们 下 面 会 讨论 到 其 他 一 些 性 质 ， 并 将 方程 组 写成 

(CAC) x= Cb. (7.60) 

这 个 方程 组 的 矩阵 是 对 称 的 ; 在 从 此 方程 组 中 解 出 向 量 C7x 后 ， 我 们 还 需要 还 原 所 要 求 
的 向 其 x. 不 过 ， 记 M = C7C 会 使 过 程 简 化 ， 现 在 就 取 它 作为 预 条 件 子 (preconditioner); 

1 Hestenes, M.R. and Stiefel, E.(1952). Methods of conjugate gradients for solving linear systems. J. Res. 
Nat. Bur. Stand. 49, 409-36. 

2 原 书 这 里 是 : the correspongding value of (x) is zero. 

3 原 书 这 里 是 : converging to zero. 

4 RBA x) 
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IX AY TH Ae AE SE Pe BE SIE A an PBK: 


首先 令 x =0, rO = b. 求解 Mz© = b, 并 令 B, = 0, pO) = z(0). 然后 对 大 = 1,2,... 


ar = zk-DTrk-D/p(UOT4p(b 
ss, YR a 
pt) = 24 8... pl). (7.61) 


EHAR RA HAEE CAC, RATHEE M 和 原始 矩阵 4. 可 以 证 明 残 量 
向 基 r 和 搜索 方向 p 满足 关系 : MiATA 
rT yoyo = 0, 
pYT(Cc-14(C“!)?) pM = 0. (7.62) 
这 构成 了 该 算法 收敛 的 基础 . 


预 条 件 子 的 选择 对 方法 的 成 功 非常 重要 . 这 里 有 两 个 明显 的 极端 情形 : 取 M=]1, I 
是 单位 矩阵 ， 对 应 于 不 用 预 条 件 的 基本 方法 ， 该 方法 收敛 得 太 慢 ; 另 一 方面 ， 如 果 我 们 
选择 M = 4, 容易 看 出 ， 一 步 之 后 ,， 求 得 精确 解 ， 过 程 终止 . 但 这 并 非 实用 的 选择 ， 因 为 
我 们 必须 要 能 够 容易 地 求解 方程 组 Mz =r. 为 构造 实用 的 方法 ， 我 们 需要 一 个 在 某 种 意 
义 上 接近 A, 但 又 使 z 容 易 解 出 的 矩阵 M. 


利用 不 完全 Cholesky 分 解构 造 M 是 一 种 频繁 使 用 的 方法 ， 由 此 导出 的 方法 通常 称 
为 ICCG 算法 . Cholesky 分 解 算法 构造 一 个 下 三 角 和 矩阵 工 使 A= LLT. 与 其 他 的 分 解 方 
法 类 似 ， 工 通常 是 一 个 非常 满 的 窍 阵 ， 甚 至 在 4 非常 稀 朴 时 也 不 例外 . AG 不 为 零 的 位 
置 ， 不 完全 Cholesky 分 解 利 用 相同 的 公式 计算 Li; 的 元 素 , 但 是 在 Aj =O Xb, W Lij =0. 
结果 是 工 与 4 具有 相同 的 稀疏 结构 ， 并 且 LLT 相当 接近 于 4. 与 其 他 的 分 解 过 程 类 似 ， 
并 不 需要 构造 出 预 条 件 和 矩阵 M 本 身 . 构造 出 工 后 ， 可 以 通过 求解 两 个 三 角 型 方程 组 得 
到 向 其 z, BD 
Ln = r™), LTz(*) =n. (7.63) 


由 于 工 的 稀 朴 性 ， 整 个 计算 都 非常 高 效 . 
我 们 刚 看 到 对 ICCG 方法 , 没有 必要 显 式 构造 出 矩阵 M, 而 且 对 更 一 般 地 来 说 也 是 如 
此 . 我 们 所 需要 的 只 是 能 够 找到 一 个 接近 Az = r 的 解 的 向 量 z, FH ARP ORE EE 


M, 该 向 其 精确 满足 Mz = r. 这 就 意味 着 我 们 可 以 考虑 众多 迭代 法 中 的 任 一 个 ， 璧 如 我 
们 可 以 用 求解 方程 组 Az = r 的 雅 可 比方 法 迭代 若干 步 ， 因 为 这 时 的 迭代 矩阵 是 对 称 的 ， 


78 数值 例子 : WAH 209 


SOR FEA EAR AAR ERT RY, JS 9 SR BT RE FE ET PRE M, 使 得 迭代 的 结果 是 其 
精确 解 . 在 实际 问题 中 , 各 种 预 条 件 子 的 效率 必须 通过 实验 核定 . 在 很 多 情况 下 , 我 们 发 
H SOR 迭代 法 是 很 好 的 预 条 件 子 . 不 完全 Cholesky 算法 似乎 对 一 大 类 问题 都 有 效 , 但 是 
它 没有 用 到 导出 方程 组 的 偏 微 分 方程 的 特殊 性 质 ， 得 到 研究 和 推荐 的 方法 种 类 繁多 ， 比 
如 利用 7.5 节 中 所 讨论 的 多 种 分 块 方法 ， 以 及 相关 的 区 域 分 解 的 思想 . 预 条 件 子 的 选取 
对 收敛 速度 有 决定 性 的 影响 ， 而 且 难 以 像 处 理 多 重 网 格 法 那样 给 出 简单 的 傅 里 叶 分 析 . 

我 们 所 介绍 的 共 轿 梯度 法 要 求 矩 阵 4 是 对 称 正 定 的 . 将 这 种 思想 向 非 对 称 和 (或 ) 非 
正定 的 矩阵 的 推广 工作 已 经 有 一 些 结果 , 但 是 迄今 为 止 ， 它们 的 实际 应 用 效果 还 不 像 原 
型 那么 令 人 满意 ;当前 这 方面 的 研究 很 活跃 . 另 一 种 不 同 但 相关 联 的 方法 是 直接 极 小 化 
残 基 的 平方 和 . 这 种 方法 可 以 应 用 到 任意 矩阵 A: 最 广泛 使 用 的 算法 是 Saad 和 Schultz’ 
提出 的 GMRES. WMA FHRA, CET ARRA HFA p™, 但 是 构造 pO) 时 
用 到 了 前 面 所 有 的 向 其 p™,..., p). 注意 ， 共 轿 梯 度 法 仅 从 pH 和 pO 出 发 构造 向 
Ht p+), 这 节省 了 计算 其 和 存储 其 由 于 这 两 种 方法 都 利用 了 初始 向 其 的 相继 的 累 次 瞧 
Az), A2z), 432...) 因此 它们 都 属于 一 类 更 一 般 的 Krylov 子 空间 法 (Krylov subspace 
method). 


7.8 ”数值 例子 ， 儿 个 对 比 


作为 本 章 的 结尾 ， 我 们 在 图 7-7 中 画 出 将 三 种 迭代 方法 应 用 于 图 7-4 中 用 过 的 问题 
(a(x, yur), + (a(x, Yuy)y + f(x,y) = 9, 0<2<1,0<y<1, (7.64) 

所 得 到 的 数值 结果 ， 其 中 a(z,y) = (a + 2y? + 1), BE ulz, y) = 2(1—2)y(1—y). 数值 实验 
中 取 J = 40, 所 以 代数 方程 组 的 阶 是 1521. 

我 们 首先 采用 7.2 节 中 给 出 的 对 称 SOR 方法 . 由 于 系数 a(z,y) 不 是 常数 ， 问 题 比 7.6 
节 中 的 更 一 般 些 ， 并 且 我 们 也 无 法 利用 傅 里 时 分 析 来 寻找 最 佳 松弛 因子 v 我 们 在 一 定 
范围 试验 了 多 个 值 ， 发 现在 实验 中 w = 1.85 给 出 最 快 收 敛 速度 ; 这 实际 上 接近 于 由 (7.42) 
预 估 的 最 优 值 . 在 图 7-7 中 , 顶部 的 曲线 表示 相应 迭代 法 的 收敛 速度 ; 收敛 正如 预计 的 一 
样 慢 ， 50 步 迭 代 后 残 基 缩小 为 1/55. 

底部 曲线 表示 应 用 多 重 网 格 的 结果 ， 其 中 用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 作为 磨 光子 ,并 有 两 
步 放 粗 . 仅 在 8 步 迭 代 后 ， 它 就 给 出 了 精确 到 六 位 10 进 制 小 数 的 解 . 中 间 的 曲线 采用 预 
Je (i St 96 BG RE RE, KEE Cholesky 分 解 用 作 预 条 件 子 ， 在 第 一 步 迭 代 后 ， 它 显示 的 收敛 
速度 非常 类 似 于 多 重 网 格 . 


1 Saad, Y. and Schultz, M.H.(1986). A generalised minimal residual algorithm for solving nonsymmetric linear 
systems. J. Sci. Stat. Comput. 7, 856-69. 
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做 这 个 计算 的 目的 并 不 在 于 比较 多 重 网 格 与 ICCG, 而 是 要 说 明 它 们 两 者 都 要 比 经 典 
的 SOR 迭代 有 效 得 多 . 当然 了 ,它们 也 都 更 复杂 些 ， 所 以 每 步 迭 代 也 要 比 一 步 SOR 迭代 
花费 更 多 的 工作 其 . 不 过 即使 将 这 些 计算 在 内 ， 它 们 二 者 也 仍 要 比 SOR 快 若 干 量 级 . 

SB Hs ASE SE IX PTA KA PEER AAEM, 而 不 是 相互 竞争 的 .Elman， 
Silvester 和 Wathen(2004) 中 公布 的 ， 关 于 定常 不 可 压 流 的 Navier-Stokes 方程 的 最 近 的 研 
究 中 采用 了 共 罗 梯度 法 ， 并 用 多 重 网 格 欠 代 做 预 条 件 子 . 结果 显示 ， 在 少量 的 工作 量 单 
元 内 即 收敛 ， 而 且 收 和 敛 所 需 的 步 数 几乎 与 网 格 节点 数 无 关 ， 


2 
0 


一 2 
log,, R 


n 


0 10 20 30 40 50 
ARK 
7-7 和 迭代 法 用 到 模型 问题 (7.64) 的 比较 
顶部 曲线 : SOR W w = 1.85 
中 部 曲线 不 完全 Cholesky JE i 6} BE 
底部 曲线 : 多 重 网 格 


文献 注 记 与 推荐 读物 


Varga(1974) 给 出 了 线性 方程 组 迭代 方法 经 典 理 论 的 全 面 论 述 , 稍 早 些 的 Young(1971) 
也 有 类 似 的 论述 Duff, Erisman 和 Reid(1986) 全 面 涵盖 了 充分 利用 矩阵 稀 朴 性 的 直接 方 
法 . Goluf 与 Van Loan(1996) 和 Hackbusch (1994) 详尽 地 论述 了 本 章 中 所 介绍 的 许多 论 
题 . 

Briggs, Henson 和 McCormick(2000) 的 多 重 网 格 指 南 是 一 本 有 用 的 入 门 书 ， 而 Wessel- 
ing(1992) 和 Hackbusch (1985) 则 详尽 分 析 了 多 重 网 格 方法 . 
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JERE BS BEE TERS B RRA ie A, 例如 Golub 和 Van Loan(1996). Van der Vorst(2003) 


和 Elman, Silvester 与 Wathen(2004) 给 出 了 更 多 细节 . 这 是 非常 活跃 的 研究 领域 ， 这 些 书 
可 以 帮助 读者 了 解 最 近 的 有 关 文 献 . 


J 题 
7.1 2X 2 BRE A 是 对 称 正定 的 ， 求证 关于 A 的 雅 可 比 迭 代 法 收敛 ， 


7.2 WEE A 是 对 称 正定 的 ,将 其 写成 A=L+D+L 的 形式 , KH 工 是 严格 下 三 角 的 . 假设 入 
Al z 是 A 的 高 斯 - 赛 德尔 选 代 矩 阵 的 特征 值 和 特征 向 量 ， 满 足 27 Dz = 1. 求证 
1+27Lz 
并 证 明 2p 十 1 > 0 A [Al <1, XE p ke 27 Lz 的 实 部 .推演 出 高 斯 - 赛 德 尔 方法 对 任意 对 称 正 
定 矩 阵 都 收敛 . 


7.3 NN xNN 阶 和 矩阵 忆 的 所 有 元 素 都 等 于 1. 求证 E 的 一 个 特征 值 是 N, 并 且 其 他 的 特征 值 都 是 0. 
构造 一 个 矩阵 A = I+ KE, 这 里 大 是 一 个 待定 常数 ， 满 足 4 对 称 正定 ， 但 是 雅 可 比 达 代 法 一 般 
不 收敛 ， 解释 为 什么 这 个 结果 与 练习 7.1 PAFA. 


A= 


7.4 “用 标准 五 点 差分 格式 求解 建立 在 单位 正方 形 上 赋 狄 利克 雷 边界 条 件 的 泊 松 方程 ,区间 为 Ar = 
Ay =1, 得 方程 组 Au=b. 矩阵 4 是 4x4 的 . 按照 不 同 顺序 给 网 格 点 标号 ， 得 到 24 个 这 样 
AME. 考虑 问题 的 对 称 性 ， 则 只 有 3 个 不 同 的 矩阵 ， 每 个 各 出 现 8 次 . 确定 雅 可 比 选 代 和 矩阵 和 
3 个 高 斯 - ROEM HEA. 验证 对 于 其 中 的 两 个 矩阵 ， 其 高 斯 - 赛 德尔 矩阵 的 特征 值 
分 别 是 O 和 其 雅 可 比 矩阵 的 特征 值 的 平方 . 


7.5 “为 在 单位 正方 形 上 求解 Vu+ f = 0, 在 zx ==0 给 定 了 诺 伊 曼 条 件 ,在 另外 三 边 给 定 了 狄 利克 雷 
条 件 . 我 们 在 对 应 z = -Ar 处 额外 加 一 列 点 ， 并 用 中 心 差分 格式 表示 法 向 导数 ， 以 此 近似 诺 伊 
BA. 得 到 的 线性 方程 组 用 雅 可 比 兴 代 法 求解 . 证 明 误差 可 以 用 傅 里 叶 波 型 展开 为 


el = be a™ (kz, ky) cos kzzr sin kyYs, 
kz ,ky 


其 中 ky = 7, 27, ...,(J—1)a, ke = $r, Bn, ..., (J — E)r. 推演 出 雅 可 比 迭代 矩阵 的 特征 
值 是 
p(kzs ky) = 3(cos kzAz + coskyAy), 


并 且 对 于 Ar = Ag 的 正方 形 网 格 ， 谱 半径 约 为 1 一 (rAr). 


将 此 分 析 扩 展 至 诺 伊 曼 条 件 给 定 在 正方 形 的 两 条 边 上 问题 ， 然 后 是 三 条 边 上 的 问题 . 若 在 边 
界 所 有 点 处 给 定 诺 伊 曼 条 件 ， 会 是 什么 样子 ? 
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7.6 


77 


7.8 


7.9 
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三 角形 区 域 x > 0,y 20, c+y < 1 上 的 拉 普 拉 斯 方程 uzz 十 wyy = 0 用 尺寸 为 Az = Ay = 1/N 
的 正方 形 网 格 上 的 中 心 差 分 格式 通 近 . 用 雅 可 比 迭 代 法 求解 得 到 线性 方程 组 . 证明 分 量 为 


tra = sin (ERE) sw (EEE) asin (FE) ma (2E) 
的 向 量 是 迭代 和 卸 阵 的 特征 向 量 ， 从 而 确定 迭代 矩阵 的 特征 值 ， 以 及 渐 近 收敛 速度 ， 


在 尺寸 Ar = Ay 的 一 致 正方 形 网 格 上 用 三 项 差分 格式 
Us _ Ges _ OF tt 十 + Uni 十 hd zg aU ae | S ha 


2At (Az? + fre 
求解 方程 Wt = Ure + Uyy + F(z; y). 确定 其 汉 诺 伊 曼 稳定 性 条 件 . 
说 明 这 个 格式 可 以 如 何 用 作 求 解 方 程 


62Ur,s + 62Ur,s + (Ax)? fr, = 0. 

的 迭代 法 . 证 明 取 At = (Ar)? 得 到 等 同 于 雅 可 比方 法 的 收敛 速度 ,但 若 选 
5 7(Az) /sin(xAz) 
则 使 收敛 显著 增 快 . 
证 明定 义 为 
Dx"*! = (1 —w)Dx" + w(b + (L + U)x"). 

的 加 权 牙 可 比方 法 的 迭代 和 矩阵 是 

G=([(l-w)I+wD'(L+U). 
证 明 对 于 6.1 节 中 的 问题 ， 该 矩阵 的 特征 值 是 


brs = 1 —w(sin? zy + sin? =), r,8 =1,2,..., J — 1. 


27 
定义 对 应 于 2r < J 和 2s < J 的 特征 向 量 是 光滑 特征 向 量 ， 验 证 相应 于 非 光滑 特征 向 量 的 特征 
值 在 1 一 iw 到 1 一 2w 的 范围 内 . 证 明 选 择 w = 2/5 时 磨 光子 的 效果 最 佳 ， 这 样 选取 后 ， 误 差 
的 每 个 非 光滑 分 量 都 会 缩减 至 少 3/5 倍 . 


将 上 题 中 的 问题 换 为 单位 立方 体 上 求解 赋 狄 利克 雷 边 界 条 件 的 泊 松 方程 的 三 维 问题 . 找 出 上 的 
最 佳 取 法 ， 并 证 明 这 时 加 权 雅 可 比 欠 代 将 误差 的 每 个 非 光滑 分 量 缩减 至 少 5/7 倍 . 


在 由 (7.61) 定义 的 , 相应 于 取 M = 了 工 的 , REER YE, 归纳 证 明 对 每 个 正 整数 n, 向 量 x("), 
pl"-1) 和 r("-1) 都 属于 由 向 量 b, Ab,..., A"-!b 张 成 的 Krylov 空间 A” 中 . 

现 假设 Nx N 矩阵 4 只 有 此 个 不 同 的 特征 值 ， KERN. 证 明 空间 KK” 的 维 数 不 超 过 
k, 并 推导 出 在 至 多 大 十 1 步 后 ， 和 迭代 终止 并 得 到 Ax = b 的 精确 解 . 


(7.61) 给 出 的 共 f 梯 度 算法 始 于 初始 近似 x = 0. 假设 已 知 解 的 一 个 近似 a, 如 何 修改 此 方 
法 来 利用 这 条 信息 ? 
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